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Abstract

This work is a summary of the basic topological properties of some important subspaces of the real line:
the real line itself, the sets of rational and irrational numbers, the compact interval [0, 1] and the Cantor set,
all of them with the subspace topology inherited from R. These spaces were studied by some of the most
brilliant topologists of the 20t century, like Brouwer, Sierpinski, Hausdorff or Mazurkiewicz. Moreover, new
ways to prove some famous results about these spaces keep appearing to this day. Apart from proving well
known topological characterizations of these spaces, we will study their universal properties, that is, their
subspaces, their continuous images and their images by quotient maps.

Resumen

Este trabajo resume las propiedades topoldgicas basicas de algunos subespacios singulares de la recta real:
la propia recta real, los conjuntos de los racionales y los irracionales, el intervalo compacto [0, 1] y el conjunto de
Cantor, todos ellos con la topologia que adquieren como subespacios de R. Estos espacios fueron estudiados
por algunos de los grandes topologos del siglo XX, como Brouwer, Sierpinski, Hausdorff o Mazurkiewicz.
Ademsds, hasta dia de hoy se siguen descubriendo nuevas formas de probar algunos resultados importantes
sobre estos espacios. A parte de probar las conocidas caracterizaciones topoldgicas de estos espacios, vamos
a estudiar sus propiedades universales, es decir, sus subespacios, sus imédgenes continuas y sus imagenes por
aplicaciones cociente.
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Introduccion

En este trabajo estudiaremos desde un punto de vista topolégico algunos subespacios importantes de la recta
real. En concreto estos espacios son R, Q, los irracionales, que llamaremos I, el conjunto de Cantor C y el inter-
valo [0, 1], que llamaremos I. Estos espacios suscitaron interés en los mateméticos desde el mismo surgimiento
de la teoria de conjuntos y la topologia como ramas de las matemaéticas, entre finales del siglo XIX y principios
del siglo XX. Ya en 1910, Brouwer probé en [Bri0] una sorprendente caracterizacién topoldgica de C: todo
espacio topolégico metrizable, compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados es homeomorfo a C. Asi
demostré también que es posible determinar la topologia de algunos espacios mediante unas pocas propiedades
topoldgicas sencillas. Siguiendo esta idea, Sierpinski probé en [Si20] una caracterizacién de Q, y Hausdorff
hizo lo mismo con I en [Ha37]. En la primera parte del trabajo, que corresponde a los tres primeros capitulos,
se demostraran estos tres teoremas.

Las caracterizaciones de C y I se demuestran de forma muy similar: primero definimos los espacios 2" y
NY, que son homeomorfos a C y I respectivamente pero son més faciles de tratar. Después, partimos de un
espacio X con las propiedades que caracterizan C o I y construimos un homeomorfismo entre X y 2% o NN
respectivamente. Este homeomorfismo se crea mediante un algoritmo que es casi igual en ambos casos.

La caracterizacién de Q (Teorema de Sierpinski) también se puede demostrar de forma algoritmica creando
un homeomorfismo. Por ejemplo, este reciente articulo [BI19] usa tal método para dar una demostracién to-
talmente elemental del Teorema de Sierpinski. Pero este TFG, aprovechando las herramientas de los capitulos
anteriores, va a seguir otro camino para probarlo. Lo que haremos serd demostrar que C e I tienen un muy
alto grado de homogeneidad: son homogéneos por numerables densos. Esta propiedad implica que todo par
de subespacios numerables densos de C o I son homeomorfos, lo cual nos permitird demostrar muy facilmente
el Teorema de Sierpinski. La propiedad de homogeneidad por numerables densos es interesante en general,
y por ello la demostramos también para R. También estudio una propiedad de homogeneidad incluso mas
fuerte de estos espacios, que estd incluida en el apéndice [A]ya que se aleja un poco del tema central del trabajo.

También estudiaremos propiedades universales de C, Iy QQ: sus imédgenes continuas, subespacios topoldgicos
y cocientes, y cuando sea posible los caracterizaremos salvo homeomorfismo. Especialmente célebre es el Teo-
rema de Hausdorff-Alexandroff, probado en 1927, que afirma que todo espacio métrico compacto es la imagen
por una funcién continua del conjunto de Cantor (y por tanto es un cociente de C).

La segunda parte del trabajo se centra en R e I. Empezamos el capitulo 4 demostrando algunas propiedades
de las topologias de orden y la topologia usual en R. Después pasamos a estudiar los continuos, es decir, es-
pacios Tq, compactos y conexos. Son unos espacios muy estudiados que nos serviran para caracterizar I y son
una herramienta necesaria para probar los resultados del siguiente capitulo.

El capitulo 5 se dedica a otro tema de especial interés para los top6logos de finales del siglo XIX y principios
del XX: las curvas, es decir, funciones continuas desde I a un espacio topologico. En 1890, Peano encontré algo
increfble: una funcién continua sobreyectiva de I sobre 12, es decir, una curva que recubria todo el cuadrado,
y por tanto tenia area positiva. La pregunta natural era, ;qué mas espacios podrian recubrirse con una curva?
El conocido teorema de Hahn-Mazurkiewicz, probado por primera vez por Hahn en 1914, da respuesta a esa
pregunta, afirmando que un espacio Ts se puede recubrir con una curva si y solo si es metrizable, compacto,
conexo y localmente conexo. Unos anos més tarde, Mazurkiewicz prueba en [Ma20] que todo espacio metriz-
able, localmente compacto, conexo y localmente conexo es una imagen continua de R, aunque en este caso el
reciproco no se cumple. Estos dos teoremas son los principales objetivos de la segunda parte. Otro resultado



que probamos es que un espacio Ty es conexo por caminos si y solo si es conexo por arcos, es decir, dados
dos puntos del espacio podemos encontrar un subespacio homeomorfo a I que los contiene. Este resultado
puede parecer enganosamente facil de demostrar pero no lo es. Usando los resultados de este tema, damos
una caracterizacion de R en la tltima seccién.

Mi principal objetivo al hacer el trabajo ha sido, como indica su titulo, hacer un estudio sistematico de
la topologia de los subespacios mencionados de R y sus propiedades universales. También he intentado que
aparezcan muchos teoremas a mi juicio impresionantes (1 por seccién aproximadamente). Todo esto, claro,
dentro de las limitaciones de espacio de un TFG. Esto significa que no he podido tratar algunos temas que
podrian haber encajado bien en este trabajo, como ultramétricas o algunos teoremas de encajes, y temas como
continuos o teoria descriptiva de conjuntos podrian haberse aprovechado mas. De todas formas, ha quedado
mas extenso de lo habitual debido a que este ha sido el proyecto que he elegido desarrollar al recibir una de las
Becas de Colaboracion con Departamentos otorgadas por el Ministerio de Educacién y Formacion Profesionaﬂ

Al principio de cada seccién indico en qué estd basado el contenido de la seccién, incluyendo referencias a
ser posible. La mayoria del contenido del trabajo esta sacada de los libros y articulos de la bibliografia, aunque
muchos resultados estan demostrados de forma distinta para que el trabajo esté autocontenido. En concreto
la mayoria del tema 3 y las dos ultimas secciones del tema 5 no siguen ninguna fuente particular. También
hay algunos resultados ‘originales’ (que no he encontrado enunciados en ningin otro sitio): el teorema y
los resultados del anexo [Al

Este trabajo esta disenado para que lo pueda entender un alumno que haya superado un primer curso
de topologia elemental. Sin embargo hay tres resultados muy conocidos que uso sin demostrar por falta de
espacio y que pueden no aparecer en un curso introductorio de topologia:

Teorema 0.1. (Teorema de metrizacion de Urysohn) Si X es un espacio regular y de base numerable, entonces
es metrizable.

Teorema 0.2. Todo espacio métrico es paracompacto.

Teorema 0.3. (Clasificacion de las 1-variedades sin borde) Si X es Ty, de base numerable, conexo y todo punto
de X tiene un entorno homeomorfo a R, entonces X es homeomorfo o bien a R o bien a S' (la circunferencia).

El teorema [0.1] es el teorema 23.1 en [Wi70]. Una bonita prueba de[0.2] en una pégina estd en [Ru69]. El
tercero, solo se usa en la dltima seccién, y es el teorema 5.27 de [Lel0)].

IM4s info en www.educacionyfp.gob.es/ca/servicios-al-ciudadano/catalogo/general /99/998142 /ficha/998142-2020.html



Capitulo 1

El conjunto de Cantor, C

En este primer capitulo estudiamos el conjunto de Cantor y un conjunto muy relacionado, 2. Damos carac-
terizaciones de C como espacio topolégico y como espacio métrico, caracterizamos qué espacios son imagenes
continuas de C, y cudles son homeomorfos a un subespacio suyo. Por tltimo hablamos del alto grado de homo-
geneidad que tiene C. Aparte del interés propio del capitulo, en él desarrollamos herramientas para probar dos
de los resultados mas importantes de este trabajo, el teorema de Sierpinski y el teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

1.1 Cy 2N

El conjunto de Cantor suele definirse geométricamente como el obtenido por el siguiente proceso:
Partimos del intervalo [0,1], que llamamos Cp. Si le

quitamos su ‘tercio central’, (%, %), obtenemos un con-

junto C7 unién de dos intervalos cerrados, [O, %] y
[%, 1] . Quitando los dos tercios centrales de estos inter-
valos, obtenemos un conjunto Cs formado por cuatro
intervalos cerrados. Mediante este proceso obtenemos - - -
conjuntos C,, unién de 2™ intervalos cerrados de longi- — — - — - — - —

1
tud 3n

Definicién 1.1. El conjunto de Cantor es C = ﬂ Ch,

, . neN Figura 1.1: Primeros C; en la construccién de C
con su topologia como subespacio de R.

Es facil ver que un niimero x de [0, 1] estd en C,, sii
se puede escribir en base 3, z = 0,ajaza3 ... de forma
que las primeras n cifras decimales, aq,...,a, son 0 o
2. Por tanto un numero z € [0, 1] estard en C sii = tiene un desarrollo en base 3 cuyas cifras decimales son
todas 0 o 2: por ejemplo, % =0.02222... Esta definicién alternativa serd la util:

C= {33 = Z an3~";a, € {0,2} para cadan € N}
n=1

Es decir, podemos pensar en los elementos de C como sucesiones de ceros y doses. El conjunto de sucesiones
de ceros y unos va a ser importante, veamos algo de notacién para poder hablar sobre él:
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Notacién 1.2. (2 y su topologia)
Llamaremos N = {1,2,3,... }.
Llamamos 2% = {0, 1} = {(an)nen; an € {0,1}} al conjunto de sucesiones de ceros y unos.

Llamamos 2<N al conjunto de sucesiones finitas de ceros y unos, incluyendo la sucesién de longitud 0, ().
La concatenacién se escribird con el simbolo A: (a1,...,a,) A (b1,...,bm) = (a1,...,an,b1,...,bm).

Por tltimo, 2" serd el conjunto de sucesiones de n ceros y unos, y si (a,) € 2%, a|,, serd la sucesién de los
primeros n términos de a: al, = (a1,...,a,).

Viendo 2N como un producto numerable de espacios {0,1} con la topologia discreta, le podemos otorgar
la topologia producto. Una base de abiertos que genera esta topologia se obtiene de asociar a cada sucesion
finita de ceros y unos (by,...,bk—1) el abierto

Bbl»ubk—l = {(an) S 2N;a1 = bl, o, ap—1 = bkfl}.

Es decir, By,..1,_, contiene las sucesiones de ceros y unos que empiezan por by, ..., bg_1.

Tras introducir 2V, vamos a ver que de hecho es homeomorfo al conjunto de Cantor. El homeomorfismo
consistird en mandar cada sucesién (a,) al ndmero x que tiene a (2a,) por desarrollo en base 3 (y por tanto
tiene un desarrollo en base 3 con solo ceros y doses).

Teorema 1.3. La funcion
f:o2y = C;

(an) +— Z2an3*"
n=1

es un homeomorfismo.

Demostracion. Como por el teorema de Tychonoff 28 es compacto y C es Ty (al ser subespacio de R), nos
basta con ver que f es biyectiva y continua.

La imagen de f serdn exactamente los niimeros que se pueden escribir de forma 0, a1as ... en base 3, siendo
a; cero o dos. Esto es exactamente C, por tanto f estd bien definida y es sobreyectiva.

Para ver que f es inyectiva, supongamos que (a,) y (b,) son sucesiones distintas de 2. Sea k la primera
posicion tal que ay # bg. Entonces,

F((0n)) = f((an) =2 (b — ;)37 =237 (bk —ap+ Y (b — aims-%‘) .

i=1 i=1

= , 1
Estono es 0, ya que |by —ag| =1y ‘Z(ka —a;15)37" < =3
i=1

Por tanto f((an)) # f((bn)), vy f es inyectiva.

>
i=1

Solo nos queda ver que f es continua. Pero por lo que acabamos de ver, si (a,,) # (by,), entonces | f((b,)) —
f((an))| €2-37%(1 + 1) = 37%!, donde k es la primera cifra con aj # by. Usemos ahora la definicién de
continuidad punto a punto.

Sea x € C, x = f((a,)) y un entorno suyo B(x,¢), con € > 0. Sea k tal que 37% < e. Entonces el abierto
Ba,...a, entorno de (a,) en 2V cumplird que f(B,,. 4,) C B(x,€) ya que si tenemos cualquier (b,) en By, . q,
(a,) y (bn) no podréan tener cifras distintas hasta la posicion k+1, por tanto | f((b,)) — f((an))| < 37% <e. O
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1.2 Caracterizacién topolégica de C: Teorema de Brouwer

Los contenidos y notacién de esta seccién son similares a parte del capitulo 10 de [Tr97]. El tnico afiadido
es el lema ya que ser 0-dimensional y tener base numerable son propiedades més usadas que tener base
numerable de clopens, asi que es preferible que esas dos propiedades sean las que aparezcan en [1.6

Por estd claro que C es T compacto, de base numerable (por ser un producto numerable de espacios
de base numerable) y no tiene puntos aislados, por ser un producto de infinitos espacios con mds de 1 punto.
Solo haré falta una propiedad sencilla méas para caracterizar topologicamente el conjunto de Cantor:

Definicién 1.4. Un espacio topoldgico es 0-dimensional E| si tiene una base de conjuntos clopen.
Donde llamo clopens en un espacio a sus subespacios abiertos y cerrados.

Lema 1.5. Si X es un espacio de base numerable y 0-dimensional, entonces X tiene una base numerable de
conjuntos clopen.

Demostracion. Sea {A, }nen una base numerable de X, y B una base de clopens. Entonces, cada A,, también
tiene base numerable por ser subespacio de X, por tanto en concreto es de Lindelof. Esto implica que cada
A,, tiene un recubrimiento numerable por elementos (B, ;);cn de B contenidos en A,. Entonces, estd claro
que los B,, ;, con n,¢ € N, forman una base numerable de clopens de X. O

Teorema 1.6 (Brouwer, 1910). Sea X # & un espacio topoldgico Ty, compacto, de base numerable, 0-
dimensional y sin puntos aislados. Entonces X es homeomorfo a 2~.

La idea de la demostracion es sencilla. Podemos considerar que el conjunto de Cantor estd hecho a base
de dividir en 2 repetidamente el intervalo unidad: Como hemos visto en su construccién, primero lo dividimos
en 2 para obtener 2 intervalos Iy = [0, 1] e I; = [2,1].

Después a su vez dividimos estos intervalos para obtener 4 intervalos mas pequenos:

Ipo = [0, é],]gl = [%, %]7110 = [%, g],[n = [%, 1], y asf sucesivamente podemos definir ¢ para cada & € 2<N.
Los puntos del conjunto de Cantor se obtienen cogiendo una sucesién de intervalos encajados cada vez mas
pequenos y tomando su interseccion, que serd un solo punto. Intentaremos replicar ese proceso en nuestro
espacio X usando las propiedades del enunciado.

Demostracion. Por X tendrd una base (B,,)nen de conjuntos clopen. Ahora vamos a definir recursivamente
un conjunto clopen Iz de X para cada ¢ € 2<N. Definimos el caso base como Iy =X.
Ahora supongamos que hemos definido /¢ y es no vacio, vamos a definir I¢5 () € I¢a(1) (en notacion de.
Como I es abierto y X no tiene puntos aislados, I¢ tiene al menos 2 puntos z,y. Como X es Ty, hay un
abierto que contiene a x y no a y, por tanto hay algin By que contiene a = y no a y, es decir, By N I¢ es un
subconjunto propio no vacio de I¢. Sea ahora el menor n tal que B, N I¢ es un subconjunto propio no vacio
de I¢. Definimos I¢p ) = I¢ N By € Igp1) = I¢ — By Asf construidos, los I¢ tendran estas propiedades:

(1) I¢ es un conjunto clopen (compacto) no vacio para todo & € 2<N.
(2) Para todo n, {I¢;& € 2"} es una particién de X en 2" conjuntos clopen.
(3) Si € tiene longitud n y m < n, entonces I¢ o bien estd contenido en B,, o bien es disjunto con B,,.

Es directo probar (1) y (3) por induccién sobre la longitud de £. Para probar (2) basta usar induccién
sobre n y el hecho de que para cualquier &, I¢n0) ¥ lea(1) Son una particion de I¢.
El homeomorfismo que queremos construir es el siguiente:

[ = X
(@) + y , donde {y} =, cnLa|,-

Para ver que f estd bien definida necesitamos ver que dada una sucesion (a,), [),cy la|,, tiene un solo
punto. Esta claro que no puede tener mas de un punto, ya que si tuviera dos puntos x, ¥y, habria cierto k tal

1Hay varias definiciones de dimensién de un espacio en topologia. En el caso de espacios métricos separables, que es el que
nos ocupa, todos los conceptos de espacio 0-dimensional coinciden con la definicién anterior.
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I

(a) I¢, con £ de longitud 0. (b) I¢, con £ de longitud 1.

Tooo 111
Il][]l

Lo
Ino @
- 8
$o IM

(c) I¢, con & de longitud 2. (d) I¢, con £ de longitud 3.

Figura 1.2: Los I¢ de longitud n, para n dado, son particiones binarias de X en 2" clopens.

que x € By e y ¢ By, y entonces, como por (3) I,
I,

lni: © bien esté contenido en By o bien es disjunto con By,
lns+1 1O puede contener a x y a y, contradiciendo nuestra suposicion.
Ademds, ), cy Lq,, no puede ser vacio ya que {I,), }nen tiene la propiedad de la interseccion finita (es una

cadena de cerrados no vacios), y el espacio X es compacto, por tanto la interseccién ﬂff:l 1, no es vacia.

Veamos ahora que f es biyectiva. Es inyectiva ya que si (a,,) # (b,), hay k con a|g # b|, por tanto por (2)
Loy, N 1y, = 9, asi que f((an)) # f((by)). Es sobre ya que dado x € X, x = f((an)), donde podemos crear
(a,) recursivamente eligiendo en cada paso a; de forma que x € I,

f es continua ya que dado un abierto de la base de X, B,,, por (2) y (3) f~(B,) estard formada por la
unién de algunos Bg, con € € 2"y por tanto seréd abierto.

f~! es continua ya que dado un abierto de la base de 2V, Be, f(B¢) = I¢ es un conjunto clopen de X. [

A partir de ahora diremos que X es un conjunto de Cantor o espacio de Cantor si cumple el teorema
Corolario 1.7. El producto numerable de espacios finitos discretos de > 2 puntos es un espacio de Cantor.

Demostracion. Sea K = [], oy Kn, con K, finitos discretos. K es Ty ya que K, lo es Vn, es compacto por
el teorema de Tychonoff, es de base numerable por ser producto numerable de espacios de base numerable,
y no tiene puntos aislados ya que es un producto de infinitos espacios de més de un punto. Por ultimo es
O-dimensional: su subbase como espacio producto (imégenes inversas de abiertos por las proyecciones) estd
compuesta por conjuntos clopen al ser los K, discretos, por tanto su base compuesta por intersecciones finitas
de ellos también estd compuesta por clopens. O

En concreto, n¥ es homeomorfo a 2N si n > 2, considerando n = {0,1,...,n— 1} como un espacio discreto
de n puntos.
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1.3 Caracterizacion métrica de C

Hay una caracterizacién mas conocida del conjunto de Cantor para espacios metrizables y de hecho es una
consecuencia de la anterior. Para demostrarlo usaremos un par de resultados sobre conexién en espacios
compactos Ty, que mas tarde también nos seran ttiles en la seccién sobre continuos. El primero, [1.9, es el
teorema 6.1.22 de [En89|.

Definiciones 1.8. Un espacio X es conexo si no es unién disjunta de dos abiertos no vacios, o equivalentemente
si no hay un subespacio propio no vacio clopen de X.

Una componente conezxa de un espacio es un subespacio conexo maximal respecto a la inclusién.

La cuasicomponente conexa de un punto z en un espacio X es la interseccion de todos los conjuntos clopen
en X que contienen a z.

Un espacio X es totalmente disconexo si para todo x € X, {x} es una componente conexa, es decir, si no
hay subespacios conexos de méas de 1 punto.

Sabemos que componentes y cuasicomponentes son cerradas, y que forman par-
ticiones del espacio. Ademads, es facil ver que la componente conexa de un punto
estd contenida en su cuasicomponente, usando que al ser conexa, la componente
no puede tener ningun subconjunto clopen propio. Sin embargo, el reciproco no es
cierto en general. Por ejemplo, si pensamos en el conjunto de la figura formado por
los puntos (—1,0), (1,0) y las circunferencias de centro 0 y radio 1 — % paran > 2, la
componente del punto (1,0) contiene solo a ese punto. Sin embargo, no es dificil ver
que la cuasicomponente de (1,0) es el conjunto {(1,0),(—1,0)}. De todas formas,
en el caso de compactos Ts si que se cumple el otro contenido:

Lema 1.9. Si X es un espacio compacto Ty y x € X, la componente de x y su cuasicomponente coinciden.

Demostracion. Como la componente esta contenida en la cuasicomponente, nos bastard con comprobar que
la cuasicomponente de x, que llamaremos @, es conexa. @) es cerrada, por ser la interseccion de los conjuntos
clopen que contienen a z. Supongamos que hay una separacién de @, @@ = X; U Xo, con X; y X disjuntos y
cerrados en Q y © € X;. Entonces X; y Xs son cerrados en X, por tanto como X es normal, hay conjuntos
U,V disjuntos abiertos en X con X; C U, Xo C V. UUYV es un entorno de Q. Si llamamos {F,}, a los
conjuntos clopen que contienen a x, entonces {X — F, }, es un recubrimiento abierto del compacto X —(UUV).
Por tanto habrd finitos F,,,,..., F,, cuyos complementarios recubren X — (U U V). Por tanto, F = (i, Fa,
es un entorno clopen de ) contenido en U U V.

Entonces, sabemos que U N F es abierto, y ademés, UNF CUNF=UNF=UN({UUV)NF=UNF.
Por tanto U N F' es un clopen, y contiene a z, asi que @ C UNF'. Pero entonces Xo CQQNV CUNFNV =g,
es decir, Xo = &. Esto prueba que () es conexa. O

Lema 1.10. Sea X un espacio compacto, Ty y totalmente disconexo. Entonces X es 0-dimensional.

Demostracion. Sea x € X y U un entorno de z. Por al ser {z} la componente de x, para cada y # x
habra un conjunto clopen que contiene a y pero no a x, O,. Como los O, recubren X — U, que es compacto,
habra finitos conjuntos clopen O,,,...,0,, que recubren X — U. Llamando C = N_,(X — O,,), C es un
conjunto clopen con z € C' C U, como queriamos. O

Ya estamos listos para demostrar la caracterizacién.

Teorema 1.11. Sea X # & un espacio metrizable, compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados.
Entonces X es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Para usar el teorema [I.6] necesitamos ver que X es 0-dimensional y de base numerable. Por
11.10, X serd 0O-dimensional. También serd de base numerable porque al ser compacto, es Lindelof, y las
propiedades Lindelof y de base numerable son equivalentes en espacios métricos. O
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1.4 Imagenes continuas de C. Teorema de Hausdorff-Alexandroff

Veamos qué espacios son iméagenes continuas del conjunto de Cantor, es decir, para qué espacios X existe
una funciéon continua f : C — X sobreyectiva. Obviamente, tales espacios X tendran que ser compactos.
Por conveniencia ignoraremos los espacios que no sean Ts, ya que en ese caso, como se puede ver en [DS14],
aparecen espacios patoldgicos. En [I.14] vamos a obtener una bonita caracterizaciéon de las imdgenes continuas
T4 del conjunto de Cantor. Antes probamos como en [Sc74] el conocido Teorema de Hausdorff-Alexandroff,
que nos dice que todo espacio métrico compacto es una imagen continua de C.

Teorema 1.12 (Hausdorff-Alexandroff, 1927). Sea X # & un espacio métrico compacto. Entonces hay una
funcion continua sobreyectiva f : C — X.

En la prueba usaremos que todo espacio X métrico compacto es totalmente acotado: dado € > 0, X (y,
por tanto, cualquier subconjunto suyo) tiene un recubrimiento con finitos subconjuntos de didmetro < . De
hecho, también para uso posterior, probaremos un lema que caracteriza los espacios métricos compactos.

Lema 1.13. Un espacio métrico (X,d) es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Dado € > 0, {B(z, §);z € X} es un recubrimiento de X por
abiertos de didmetro < €. Tomando un subrecubrimiento finito ya tenemos que X es totalmente acotado. Si
(zn,) es una sucesién de Cauchy en X, tendrd un punto de acumulacién z. Dado £ > 0, cogemos N tal que
Vm,n > N,d(Tm,z,) < 5§y d(rn,z) < 5. Entonces para cada n > N,d(x,,r) < . Esto demuestra que z,
es convergente, y X es completo.

Supongamos ahora que X es completo y totalmente acotado, veamos que toda sucesion x, tiene algun
punto de acumulacién. Sea B, un recubrimiento finito de X por subconjuntos de didmetro < % Hay un
miembro de By que contiene infinitos términos de la sucesién, y por tanto hay una subsucesién x; ,, de x,, que
tiene didmetro < 1. Usando este proceso recursivamente, creamos para cada ¢ € N una sucesion (x; ,)nen que
serd una subsucesién de z;_; , que esté contenida en un elemento de B;, y por tanto tenga didmetro < % Si
tomamos ahora la subsucesién z, ,, de x,, es de Cauchy, por tanto convergente a algin z € X. Por tanto z,,

tiene algtiin punto de acumulacién. O

La idea de la demostracién del teorema[I.12]ser4 crear una serie de recubrimientos U,, de X por subconjuntos
de didmetro < %, de modo que U,, 11 serd un refinamiento de U, para cada n. En base a esos recubrimientos,
encontraremos un conjunto de Cantor K y una aplicacién continua bastante natural de K sobre X.

Demostracion del Teorema .13 Sea X nuestro espacio. Tendra un recubrimiento por finitos subconjuntos no
vacios de didmetro < 1, que llamaremos U; = {U; }i=1,... k,. Por razones técnicas (véase|l.7), ponemos k; > 1.

Ahora, para ko > 1 suficientemente grande, podremos recubrir cada U;, desde i = 1 a k1, con ks subcon-

juntos suyos no vacios de didmetro < % Asi formamos una coleccién finita Us = {U;,4, }iy=1,....k,» de forma
io=1,....ko

k . .

que Uj2=1 U;; = U; para todo i. De modo que, en concreto, Uy también recubre X.
Es decir, intuitivamente, Us consiste en recubrir cada elemento de U; con ko subconjuntos de didmetro
< % Vamos a continuar este proceso creando unas colecciones U,, de forma que cada elemento de U,,_1 esta

cubierto por k, subconjuntos de U,, de didmetro < % Creamos los U,, recursivamente:

Para cada n € N hay k, > 1 tan grande que podemos crear una coleccién finita de subconjuntos no vacios
de didmetro < %, Up = {Ui,...i,, }i;=1,....k,;» de modo que para todos i1, ... %1,

o
Uinrooin s = \J Uinroin s
j=1
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Figura 1.3: Ejemplo de construccién de los U, cuando X es un cuadrado. En este caso, U, se obtiene dividiendo
cada cuadrado de U,,_1 en 4 cuadrados. En concreto, k, = 4 Vn.

Ya hemos creado los recubrimientos de X. Ahora, llamando K, al espacio discreto {1,...,k,}, consider-
amos el producto topoldgico:

oo
K= H K, el conjunto de sucesiones s = (Sn)nen con S, € {1,...,kp}.
n=1
Por el corolario [I.7, K es un espacio de Cantor. Vamos a intentar encontrar una funcién continua F' de
K sobre X. Para ello, dada una sucesién s = (s,) € K, consideramos la sucesién decreciente de subconjuntos
compactos no vacios As , = Us, .5, . Su interseccién serd no vacia por el teorema de la interseccién de Cantor,
y ademas como sus didmetros tienden a 0, NyenAs, , tendra exactamente un punto.

De modo que cada s € K tendra un punto asociado x5 = ﬂ As .
neN

Como es de esperar por el desarrollo de los acontecimientos, la funcién continua que buscamos sera:

F: K - X
§= (Sn)nGN = Ty

Veamos que F' es continua punto a punto: sea s una sucesion, y sea la bola B(zs, %) en X. El conjunto

By, ., de las sucesiones r con r; = s; para ¢ = 1,...,n + 1 es un abierto de K, asi que nos bastard ver que
1 .

f(By),..) € B(xs, 5;) para ver que f es continua.

Dado r € By|,.,, tenemos que Ag 41 = Ap,y1. Por tanto como A, 11 tiene didmetro < %ﬂ V Tp,Xs €

Agn+1, tendremos que d(F(s), F(r)) = d(zs,x,) < =. De modo que F es continua.

Por ultimo, comprobamos que F' es sobreyectiva. Dado z € X, hay un cierto s1 € {1,...,k1} tal que
x € U;,. Como Uy, 4,7 =1,..., ks recubren U;,, hay cierto s, tal que x € Us,,,. Repitiendo este razonamiento
obtenemos una sucesion s = (s,,) tal que x € Uy, 5, para todo n. Por tanto x = F(s), yaquez € A; , Vn. O

De modo que ya sabemos que todos los espacios métricos compactos son imégenes continuas del espacio
de Cantor. De hecho, el siguiente resultado afirma que esto caracteriza todos los espacios compactos T2 que
son imagenes continuas del conjunto de Cantor:

Teorema 1.14. Sea X # @ un espacio compacto Ty. Son equivalentes:
1. X es imagen continua del conjunto de Cantor

2. X tiene una base numerable
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3. X es metrizable
4. X es cociente del conjunto de Cantor
Para demostrarlo usaremos este lema (corolario 23.2 en [Wi70]):
Lema 1.15. Si X es compacto métrico, Y es To y f: X = Y es continua sobre, entonces Y es metrizable.

Demostracion. Sabemos que Y es T, y compacto al ser imagen continua de X, por tanto es regular. De modo
que por el teorema de Urysohn [0.1] nos basta ver que Y es de base numerable.

Al ser X metrizable y compacto, sera métrico y Lindel6f por tanto serd de base numerable. Sea B una
base numerable de X y sea D el conjunto de uniones finitas de miembros de B, que también es numerable.
Como la funcién f es cerrada, Y — f(X — D) es abierto para cada D € D.

Queremos ver que la coleccién numerable £ := {Y — f(X — D); D € D} es una base de la topologia de Y.
Sea p € Y y sea U entorno abierto de p. Entonces f~1(p) C f~1(U), y f~1(p) es compacto por ser cerrado
en X. Por tanto podemos coger finitos abiertos By, ..., B, de B tales que f~*(p) C ByU---UB, C f~1(U).
Por tanto cogiendo D = By U---U B,, € D, tenemos que p € Y — f(X — D) C U, como querfamos. O

Demostracion del Teorema |1.14)

1 <= 4 Todo cociente del conjunto de Cantor es una imagen continua de él (por la aplicacién cociente). Ademés,
si f:C — X es continua y sobreyectiva, por ser C compacto y X Ts, serd cerrada y por tanto una
aplicacion cociente.

2 <= 3 Ya sabemos que todo compacto métrico tiene una base numerable, y si un compacto Ts tiene base
numerable entonces es regular y de base numerable, por tanto por [0.1] es metrizable.

1 < 3 Por el lema y el teorema de Hausdorff-Alexandroff

1.5 Subespacios de C. Otra caracterizaciéon de C

La siguiente caracterizacién de los subespacios de C se puede encontrar en el tema 10 de [Tr97].

Teorema 1.16. Un espacio X es homeomorfo a algin subespacio de C si y solo si es Ty, de base numerable
y 0-dimensional.

Demostracion. Una implicacién es obvia, veamos la otra. Si X es Ty, de base numerable y 0-dimensional,
tiene una base numerable de conjuntos clopen, {C}, }nen. Consideramos la siguiente funcién:

f: X —= 2N
Osiz ¢ Cp

x = (an) ’Cona”:{lsixeC
n

Entonces, f es inyectiva por ser X 0-dimensional. Ademaés es continua, ya que las imégenes inversas de
abiertos de la subbase de 2 son los conjuntos clopen C,, y sus complementarios. Ademés, f(C,,) seran los
elementos (a,) de f(X) que cumplen (a,) = 1, que son un abierto en f(X). Por tanto f es homeomorfismo
de X a f(X). O

Si pasamos a centrarnos en los subconjuntos abiertos de C, veremos que sorprendentemente solo hay 2
clases salvo homeomorfismo de subespacios abiertos: los compactos y los que no lo son. Para demostrar esto
usamos un lema.

Lema 1.17. Todo subespacio abierto # @ del conjunto de Cantor es una union finita o infinita numerable de
conjuntos clopen disjuntos.
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Demostracion. Si A C C es abierto, al tener C una base numerable B de conjuntos clopen, podemos tomar
los que estan contenidos en A, de modo que A serd una unién numerable de conjuntos clopen, A = J,, oy Bn.

Tomando ahora C,, = B,, — U;:ll B;, tenemos que los C,, son conjuntos clopen disjuntos cuya unién es A. [

Teorema 1.18. Sea A un subespacio abierto de C. Si A es compacto (cerrado), entonces es un conjunto de
Cantor. Si no, A es homeomorfo a C — {0}.

Demostracion. La primera parte es directa por ya que al ser A abierto no tendra puntos aislados.

Si A no es compacto, por[1.17]serda una unién disjunta numerable de conjuntos clopen. La unién no puede
ser finita ya que entonces A serfa compacto. Vamos a demostrar la segunda parte probando que cualesquiera
dos subconjuntos abiertos no compactos de C son homeomorfos.

Si A, B son subconjuntos abiertos de C no compactos, entonces A = |J,,cy An ¥ B = U, e Bn, con (A,)
y (B;) sucesiones de conjuntos clopen no vacios disjuntos. Por la primera parte del teorema, A, y B, son
todos conjuntos de Cantor, y habrda un homeomorfismo f, : A,, — B,.
Uniendo todos estos homeomorfismos, obtenemos una biyeccién f : A — B con f|a, = f,. Esta funcién serd
de hecho un homeomorfismo. Para verlo, por simetria vale ver que es continua. Dado un abierto U de B,
U N B, serd abierto en B,,, por tanto f~*(UNB,,) = f, 1 (UN B,,) serd abierto en A4,,, y por tanto serd abierto
en A. De modo que f~1(U) =, f~1(U N By,) es abierto en A. O

De modo que tanto C como C — {0} tienen exactamente una clase de subconjuntos abiertos compactos (no
vacios) y exactamente una clase de subconjuntos abiertos no compactos. Esta propiedad es muy restrictiva,
y vamos a ver que de hecho, C y C — {0} son los tinicos espacios métricos que lo cumplen. Para demostrar
esta caracterizacién, que se puede encontrar en [SGT75|, vamos a necesitar una herramienta que no vamos
a desarrollar hasta el principio del capitulo sobre continuos. Dicho capitulo es independiente del resto, osea
que no serd un problema. El resultado que usamos es que expresado en términos elementales quiere decir:

Dado un espacio X, T, compacto y conexo con > 2 puntos, existe algin x € X tal que X —{x} es conexo.

Teorema 1.19. (Caracterizacidn de C y de C — {0}) Sea X wun espacio métrico que cumple estas dos
propiedades:

(1) X tiene subespacios abiertos compactos no vacios, y todos ellos son homeomorfos.
(2) X tiene subespacios abiertos no compactos, y todos ellos son homeomorfos.
Entonces, si X es compacto es homeomorfo a C, y si X no es compacto es homeomorfo a C — {0}.

Demostracion. Supongamos que X cumple el enunciado y es compacto. Por basta comprobar que X es
totalmente disconexo y no tiene puntos aislados. Si X tuviera puntos aislados, por (1) serian homeomorfos
a X, y entonces al X tener un solo punto, X no cumplirfa (2). Por tanto X no tendrd puntos aislados (en
concreto, es infinito). Veamos ahora que X es totalmente disconexo.

Sean z,y dos puntos de X a distancia d. Entonces la unién de bolas U = B(«z, %) U B(y, g), es claramente
disconexa. Si U es compacto, y por tanto homeomorfo a X, entonces X es disconexo. Supongamos por el
contrario que U no es compacto. Como todo p € X no es aislado, X — {p} no es compacto. Por tanto, por
(2), X — {p} serd homeomorfo a U, ergo disconexo. Como X — {p} es disconexo Vp, X serd disconexo por el
resultado enunciado antes del teorema.

En ambos casos, sabemos que X es disconexo. Ahora, dado un punto de X, sea C' su componente conexa.
Veamos que solo tiene un punto. C es cerrado. No puede ser abierto ya que entonces por (1) serfa disconexo.
Por tanto, X — C no es compacto, ergo es homeomorfo a X — {x}. Ahora bien, por el lema C esla
quasicomponente de z en X. Por tanto para cada y en X — C', hay algin entorno clopen de y disjunto con
C. Es decir, cada y de X — C estd en un abierto compacto de X — C. Al ser X — C homeomorfo a X — {z},
cualquier y en X — {x} estd en un abierto compacto de X — {z}. Esto implica que X es totalmente disconexo,
ya que cualquier par de puntos esta separado por conjuntos clopen. Por tanto por [1.11] queda demostrado el
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caso con X compacto.

Supongamos ahora que X no es compacto. Por (1), tendrd algin subconjunto abierto compacto. Este
subconjunto también cumplird las propiedades (1) y (2), por tanto serd homeomorfo a C. De modo que X
tiene un subconjunto abierto homeomorfo a C — {0}, y por (2) hemos acabado. O

1.6 Homogeneidad de C. Homogeneidad por numerables densos

Definiciéon 1.20. Decimos que un espacio X es homogéneo si dados dos puntos suyos x,y, hay un homeo-
morfismo f: X =Y con f(z) =y.

Esto quiere decir que dos puntos cualesquiera del espacio son topologicamente indistinguibles. Una clase
amplia de espacios homogéneos es la siguiente:

Definicién 1.21. Un grupo topoldgico es una terna (X, %, 7 ), donde X es un conjunto, (X, *) es un grupo, y
T es una topologia en X que cumple que las funciones * : X x X — X;(z,y) = zxy y o 1 X = X;z > a1
son continuas.

Ejemplo 1.22. R y Q son grupos topoldgicos con la suma.

2% es un grupo topoldgico, definiendo la suma como (a,) + (b,) = (a, + by,), donde a,, + b, es la suma en
Z)2Z, es decir, con 1+1=0. La funcién «~! es la identidad en este caso, y es directo ver que la funcién + es
continua.

En un grupo topoldgico, la funcién e x y : x — x % y es continua, ya que se obtiene de componer las dos
funciones continuas x + (x,y) + z * y. De modo que dados dos puntos x,y, las funciones e x 271 xy y
«xy ! %2 son continuas e inversas, de modo que son homeomorfismos que intercambian z e y. Esto demuestra
la siguiente proposicién:

Proposicion 1.23. Los grupos topoldgicos son homogéneos. O

De modo que, en concreto, R, Q y C seran todos homogéneos.

Igual que la homogeneidad nos dice cuando dos puntos cualesquiera de un conjunto son indistinguibles,
podemos pensar en cudndo dos subconjuntos finitos (ordenados) cualesquiera de un conjunto son indistin-
guibles:

Definiciéon 1.24. Decimos que un espacio X es fuertemente n-homogéneo cuando dados x1,...,x, € X
distintos e y1,...,y, € X distintos, hay un homeomorfismo f : X — X con f(x;) = y;, parai=1,...,n.

Por ejemplo, es facil ver que R es fuertemente 2-homogéneo: dados x1,x2,¥y1,y2 € R, el homeomorfismo
fPR=>Riz—y +(x— 371)u cumple que f(z;) = y;. Sin embargo, R no es fuertemente 3-homogéneo.
o — X1
Esto se debe a que un homeomorfismo f : R — R siempre es monodtono, por tanto no podria cumplir que
f0) =1,f(1) = 2,f(2) = 0. Un resultado ligeramente sorprendente es que cualquier variedad conexa de
dimension > 2 es fuertemente n-homogénea para todo n. Lo mismo pasa con el conjunto de Cantor:

Proposicion 1.25. C es fuertemente n-homogéneo para todo n.

Demostracion. Sean x1,...,Tn,Y1,---,Yn € C. Podemos encontrar conjuntos clopen Aj,...,A,,By,...,B,
entornos de x1,...,Tn,Y1,---,Yn € C respectivamente de forma que Ay, ..., A, son disjuntos, Bi,..., B, son
disjuntos, y Ag = X — U, 4; y Bo = X — U}, B; son no vacios.

Entonces, por Ag, Ay, ..., Ay, By, B1,..., B, son todos conjuntos de Cantor, por tanto tenemos

homeomorfismos fy : Ag — Bo,f1 : A1 — Bi,...,fn : Ay — By,. Al ser Ay,..., A, homogéneos, estos
homeomorfismos f; se pueden tomar de forma que f;(x;) = y; parai =1,...,n. La funcién f : C — C definida
por fo, f1,-.., frn serd un homeomorfismo por el lema del pegamiento. O

Un tipo de homogeneidad que, a priori, parece mas restrictiva es la homogeneidad por numerables densos:
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Definicién 1.26. Dado un espacio X separable, decimos que X es homogéneo por numerables densos si dados
dos subespacios D, E numerables densos de X, hay un homeomorfismo f : X — X con f(D) = E.

Esta propiedad quiere decir no solo que cualquier par de subespacios numerables densos son homeomorfos,
sino que ese homeomorfismo puede extenderse a todo el espacio. Si hemos mencionado esta propiedad en este
tema es logicamente porque C es homogéneo por numerables densos. Este resultado puede encontrarse como
el apartado e del ejercicio 4.3H en [En89]. Sin embargo, podemos dar una demostracién esencialmente igual
a la de Para explicar la idea de la demostracién, que estd basada en [Eb77], hard falta algo de notacién
sobre 2V:

Notacién 1.27. Dado ¢ = (&,...,&) € 2<%, llamamos § € 2V al resultado de completar & con ceros,
(&1, 6,0,0,...).

Llamaremos 2<N al subconjunto de 2" formado por sus elementos con finitos elementos no nulos, es decir, las
sucesiones que son 0 a partir de cierto punto.

En la demostracion de demostrabamos que si X es Ty, compacto, de base numerable, 0-dimensional
y sin puntos aislados, entonces es homeomorfo a C. Para ello haciamos sucesivas particiones de X en 2"
subconjuntos clopen suyos (los I¢), y usdbamos las particiones para construir un homeomorfismo f : N - X.
Pues bien, resulta que con un pequenio cambio en el algoritmo de construccién de los I¢, podemos conseguir
que f(2<N) sea cualquier subconjunto numerable denso de C que queramos. Una vez probado esto, serd directo
que C es homogéneo por numerables densos.

Teorema 1.28. Sea X # @ un espacio topolégico T1, compacto, de base numerable, 0-dimensional y sin
puntos aislados. Sea E un subconjunto numerable denso suyo. Entonces hay un homeomorfismo f : 2Y — X

con f(2<N) = E.

Demostracion. La demostracién es como la de salvo un par de diferencias que explico a continuacién.

Sea (e,,) una enumeracién de E. Dado un subconjunto abierto A de X, denotamos e(A) al primer elemento
de la sucesion e,, que pertenece a A.

Al definir I, para cada £ € 2<N_en la demostracién original definfamos Ienoy = IeN By e Igpq) = Ie — By,
En esta version alterada, nos fijamos en dénde estd e(l¢). Si estd en B, definimos I¢n) = Ie N By e
I¢ny = I¢ — By, como antes. Si, por el contrario, e(I¢) € By, definimos I¢p) = I¢ — By € Ignqy = Ie N By.
Mediante esta alteracién, nos aseguraremos de que cada elemento & de 2<N tenga de imagen e(le).

El resto de la demostracion de que f es un homeomorfismo es igual a la de intercambiar Ien o) ¥ Lea(n)
no tiene ningun efecto. Lo que queda ver es que f(2<VN) = E.

Dada & = (&1,...,&:,0,0,...) € 2<N veamos que f(£) = e(I¢). e(I¢) pertenece a I¢, y por cémo hemos
construido I¢a(o), tendremos que e(l¢) € I¢agy. Por tanto al ser Iep)y € e, e(le) serd el primer elemento
de (en) que aparezca en I¢p (g, es decir, e(I¢) = e(Iga(0)). Continuando este proceso inductivo vemos que

e(le) € Ienomoy ¥ e(le) = e(Ien(omoy) para cada n. Es decir, e(l¢) € Ingn para todo n, por tanto f(&) = e(I¢).
Esto ya nos da que f(2<N) C E.

Veamos ahora que la imagen de 2<N es todo E. Sea e, € E, con a = (a,) = f~'(e,) € 2. Entonces,
en = [pen la|,,- Por tanto para cierto N, I,|, no contiene ninguno de los puntos e;, con i < n. Por tanto

en = €(l4)y ). Por lo visto en el parrafo anterior, esto implica que e, = e(l,,) = f(aly): es una imagen de
un punto de 2<N, O

Corolario 1.29. C es homogéneo por numerables densos.

Demostracion. Dados D, E subespacios numerables densos de C, por hay homeomorfismos f; : 2¥ — C
con f1(2<N) = Dy fo : 2N — C con fo(2<N) = E, ergo faof; ' = f : C — C es homeomorfismoy f(D) = E. [

En el anexo @ se puede ver una propiedad ain més fuerte de homogeneidad de C (original, que yo sepa).



Capitulo 2

El espacio de los irracionales, I

No hay notacién universalmente aceptada para el conjunto de los irracionales, pero aqui usaré I. Obviamente
consideramos I con su topologia como subconjunto de R. Al igual que con C, en este capitulo vamos a estudiar
algunas propiedades de I y caracterizarlo topolégicamente, y estudiar sus subconjuntos, imagenes continuas y
cocientes.

2.1 Propiedades de [. Espacios completamente metrizables

Al igual que C es homeomorfo a 2V, I también va a ser homeomorfo a un producto, en este caso NY. En esta
seccién estudiamos las propiedades de I necesarias para caracterizarlo. El resultado principal de la seccidn,
es la implicacién f4cil del teorema 24.12 de [Wi70], y el camino seguido para demostrarlo es el mismo.

El espacio I es métrico. También es de base numerable y 0-dimensional: una base numerable de conjuntos
clopen es {(a,b);a,b € Q}. Para caracterizar I nos faltan dos propiedades que enunciamos por separado.

Definicién 2.1. Dado un espacio X y un punto suyo z, decimos que X es localmente compacto en x si x esta
en el interior de algin subespacio compacto de X E]

Los irracionales no van a ser localmente compactos en ningin punto. Intuitivamente, esto pasa porque los
irracionales estdn ‘llenos de agujeros’ (los racionales). Lo probamos mediante esta proposicién mds general:

Proposicion 2.2. Sea X un espacio To, y sea A C X tal que A y X — A son densos en X. Entonces A no
es localmente compacto en ningin punto.

Demostracion. Supongamos que hay un punto z en el interior de un compacto C' C A. Es decir, hay un
abierto Uide X con x er NACC. Como C es cerrado, UNA C C. Pero UN A es denso en U, por tanto
UNA=U. Ergo, UCU=UNACC C A, lo cual es imposible ya que X — A es denso en X. O

La otra propiedad tiene mas que ver con los espacios métricos:

Definicién 2.3. Una métrica d en X es completa si toda sucesién x,, de Cauchy en X converge a algin punto.
Un espacio X es completamente metrizable si hay una métrica completa en X que genera su topologia.

Si X es completamente metrizable por una distanciady f : Y — X es homeomorfismo, entonces la métrica
en Y dada por dy (y1,y2) = d(f(y1), f(y2)) genera la topologia de Y y lo hace completamente metrizable. Es
decir, ser completamente metrizable es una propiedad topoldgica. Un tratamiento bastante completo de estos
espacios se encuentra en [Wi70] capitulo 24.

Por ejemplo, R es métrico completo con su métrica usual. Obviamente, la métrica habitual en I no lo hace
un espacio métrico completo. Pero, sorprendentemente, I si es completamente metrizable. Vamos a ver esto
como consecuencia de un resultado bastante més general. Primero un lema:

I Muchas veces se usan otras definiciones de localmente compacto, pero todas coinciden con la dada en espacios Ts.

14
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Lema 2.4. Si X es completamente metrizable e Y es un subespacio abierto de X, Y es completamente
metrizable.

Demostracion. Sea (X,d) completo e Y abierto en X. Podemos definir la funcién g : ¥ — RY; f(y) =
d(y, X —Y), que serd > 0 por ser Y abierto y continua ya que, por la desigualdad triangular, es lipschitz de
constante 1. Por tanto la funcién f(y) = ﬁ = gz x—v) también serd continua en Y.

Definimos en Y la métrica
dy (y1,92) = d(y1,y2) + [ f(y1) — f(y2)]

Nos bastard ver que dy es una métrica completa y genera la topologia de Y.

Veamos que generan la misma topologia comprobando que se conserva la convergencia de sucesiones y,,
en Y aun punto y € Y. Como d < dy, si dy(yn,y) — 0, obviamente d(y,,y) — 0. Por otra parte, si
d(yn,y) — 0, al ser f continua en Y tenemos que |f(y,) — f(y)| tiende a 0, por tanto dy (yn,y) — 0.

Para ver que dy es completa, supongamos que tenemos una sucesién dy-Cauchy, (y,). Esta sucesién
también serd d-Cauchy, por tanto convergerd a algin punto x € X. Ademads, x tendrd que ser un punto de
Y, ya que si no pasara esto, tendriamos que f(y,) — oco. Esto es imposible porque f(y,) es una sucesién de
Cauchy en R, ya que |f(yn) — f(ym)| < dy (Yn; Ym)- O

Definicién 2.5. Sea Y subespacio de X. Decimos que Y es un G5 en X si Y es la interseccién de un conjunto
numerable de abiertos de X.

Por ejemplo, en un espacio métrico cualquier subconjunto cerrado es G4, y en un espacio T cualquier
conjunto de complementario numerable es G5. Asi que, en el caso concreto que nos interesa, I es un G5 de R.

Proposicion 2.6. Sea X un espacio completamente metrizable y sea Y un Gs de X. Entonces Y es comple-
tamente metrizable.

Demostracion. Llamamos Y,, a numerables abiertos de X que cumplen Y = [ Y. Entonces por habra

métricas d,, que generan la topologia de Y,, y tales que (Y}, d,) es completo. Podemos suponer que d,, es < 1,

cambidndola si no por la distancia min(d,,, 1), que también es completa y genera la misma topologia.
Consideramos en Y la métrica

dz y17y2

M8

yla 2/2
=1

Nos bastara ver que dy es una métrica completa y genera la topologia de Y.

La topologia en Y como subespacio de X serd la generada por la distancia d; (por ejemplo). Veamos que
dy y dy generan la misma topologia comprobando que se conserva la convergencia de sucesiones (y,) en Y a
un punto y € Y. Si dy (yn,y) — 0, entonces d; (yn,y) — 0, ya que d; < 2dy. Por otra parte, supongamos que
d1(Yn,y) — 0, es decir, y, converge a y en X. Entonces d;(y,,y) — 0 para cada i 6 N. Ahora, dado € > 0,

podemos tomar n tal que 2% < 5,y habrd un N > n tal que Vm > N, d;i(ym,y) < + 2n parai=1,...,n. De
modo que Ym > N,
n (oo}
dz ym7 yma 1 2
ny) =y Dm0 5 t2 gsmse

=1 1=n+1

Veamos que dy es una métrica completa en Y. Como d,, < 2"dy, si (y,) es una sucesién dy-Cauchy,
entonces es d,-Cauchy para todo n, por tanto converge a un punto de Y}, que llamaremos p,,. Por unicidad
de limite de la sucesién (y,) en X, todos los p,, son un mismo punto de X, p, que es el limite de y,,. Como p
esta en todos los Y,,, esta en Y. O

Con esto ya hemos obtenido que I es completamente metrizable. Las demostraciones de [2:4] y [2:6] son
constructivas, as{ que podemos dar explicitamente para los curiosos (como yo) una métrica completa en I:



CAPITULO 2. EL ESPACIO DE LOS IRRACIONALES, 1 16

Proposicion 2.7. El espacio I es completamente metrizable. De hecho, si q, es una enumeracion de Q, la
métrica en I dada por

1 1
dil ig = 27" min (17 il—ig +’ - — )
(i1,%2) nze;] | | liv = qn| iz — qnl
es completa y genera la topologia usual de 1. O

2.2 Caracterizacién y homogeneidad de I. El espacio de Baire, N

El siguiente teorema probard que NV es homeomorfo a I y la caracterizacién de I, ademéds de probar que I es
homogéneo por numerables densos (1.26). La demostracién estd sacada de [EbTT]. Para enunciarlo recordamos
algo de notacién en NV, andloga a la de 2V introducida en y

Notacién 2.8. El espacio de Baire, NV, es el espacio de las sucesiones de nimeros naturales, (an)nen, con la
topologia producto.

N<N es el conjunto de sucesiones finitas de naturales, £ = (£1,. .., &), incluyendo la sucesién vacta, ().

Si (an) € NV, alg serd la sucesién de los primeros k términos de a: alp = (a1, ..., a;) € NN

Una base de la topologia de NV viene dada por abiertos de la forma

BE = {(an) € NN;al = 517"'7ak = gk}7 para cada { = (517"'7576) € N<N'

Es decir, B son las sucesiones que ‘empiezan por §’.
Dado ¢ = (&1, .., &), llamamos € € NY al resultado de completar ¢ con ceros, (&1, ...,&,0,0,...).

Llamaremos N<N al subconjunto de NV formado por sus elementos con finitos elementos no nulos, es decir,
las sucesiones que son 0 a partir de cierto punto.

Teorema 2.9. Sea X espacio completamente metrizable, separable, 0-dimensional, no localmente compacto
en ningin punto. Sea E subconjunto numerable denso de X. Entonces hay un homeomorfismo h : NN — Y
con h(N<N) = E.

La prueba va a ser muy similar a la del teorema Para cada ¢ en N<N de longitud n elegiremos un
conjunto clopen I¢ de didmetro < %, de forma que los Iz con £ de longitud n serdn una particiéon de X, y
dado (a,) en N¥, I, serd una sucesién decreciente de subconjuntos de X de interseccién un solo punto. Y
entonces, nuestro homeomorfismo mandard (a,) a esa interseccién. Ademds habra que anadir algin detalle
para asegurar que en efecto, h(N<N) sea F, como en m

Los dos lemas siguientes reflejan cémo se usaran en la prueba las dos nuevas propiedades, compacidad local
en ninglin punto y completa metrizabilidad.

Lema 2.10. Sea (X,d) un espacio métrico completo no compacto, separable, 0-dimensional. Entonces para
cada € > 0 podemos encontrar una particion de X en infinito numerables conjuntos clopen mo vacios de
didmetro < €.

Demostracion. Por X no sera totalmente acotado. Por tanto hay £; < € tal que no hay recubrimiento
finito de X con subconjuntos de didmetro < . Como X es separable y métrico es de base numerable, y por|1.5
podemos encontrar una base A, de conjuntos clopen de didmetro < ;. Ahora, definimos B,, = A, — U?;ll A;.
Los B, seran clopen, disjuntos, recubriran X e infinitos de ellos seran no vacios, probando asi el lema. O

Lema 2.11. Sea X un espacio métrico completo, C,, una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados no

vacios cuyos didmetros cumplen diam(C,,) — 0. Entonces [,y Cn tendrd ervactamente 1 punto.

Demostracion. Esta claro que la interseccién no puede tener méds de un punto, ya que diam((),cyCn) <

diam(C),) para cada n. Por otra parte, sea una sucesién (z,) con z, € C,. Entonces x, es de Cauchy, y

converge a cierto x en X. Como C,, es cerrado, tendremos = € C,, para todo n, por tanto x € (), .y Cn. O
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Demostracion del teoremal2.4. Sea (e,)nen una enumeracién de E. Para cada subconjunto abierto A en X,
llamaremos e(A) al primer elemento de la sucesién (e,) que pertenece a A. Vamos a definir subconjuntos
clopen I¢ de X, para cada ¢ € N<N| recursivamente segtin la longitud de £. En el caso base definimos Iy = X.

Ahora, sea & de longitud n y supongamos que ya hemos construido un conjunto clopen no vacio I¢. Vamos
a construir I¢s(;) para @ € N. I¢ cumple las condiciones de |T_HT|, por tanto habrd una particién de Iz en

L 7 que seran nuestros I¢a(;y. Los ordenamos de

numerables subconjuntos no vacfos clopen de didmetro < - T

forma que e(l¢) esté en I¢x (o).
Asi construidos, los I¢ tendran estas propiedades:

(1) I¢ es un conjunto clopen no vacio para todo & € N<N,

(2) Para todo n, {I¢;& € N"} es una particién de X en conjuntos clopen de didmetro < %

(3) Para cada (a,) € NV, I, es una sucesion decreciente de cerrados cuya interseccién tiene 1 punto.
(4)

4) {I¢; ¢ € N<N} es una base de abiertos de X.

Estd claro que (1) y (2) se cumplen por induccién, mientras que en (3) para ver que la interseccién es 1 punto
basta usar el lema m (4) se cumple porque para cada punto = y para cada n, por (2) hay algin I de
didmetro < % que contiene a .

El homeomorfismo que queremos construir es el siguiente:

f: NY - X
(an) = Y ) donde {y} = ﬂfbo:l Ia\n~

Por (3) f estd bien definida, ademdas cumple:

(5) Dado z € X, z = f((an)), donde a = (a,) es la sucesién tal que I, contiene a x para cada k.

&

La (a,) de (5) se puede construir recursivamente, siendo a,, el tinico 7 tal que x estd en I, a()-

(5) deja claro que f es sobre. Es inyectiva ya que dadas a = (a,) y b = (b,) in NY distintas, habra k tal
que aly # blg, por tanto por (2), Iy, e Iy, serdn disjuntos. Por tanto f(a) # f(b).

e

Para ver que f es homeo nos bastarfa ver que f(B¢) = I¢ para todo § € N<N| ya que {Be¢}een<y es una
base de la topologia de NV (2.8) y por (4) {I¢}¢en<n es una base de la topologia de X. Pero que f(Bg¢) = I¢
para todo £ es directo por la definicién de fy (5).

Veamos por tltimo que f(N<N) = F.

Dada & = (&,...,&,0,0,...) € N<N, veamos que f(§) = e(I¢). Estd claro que e(l¢) pertenece a I,
y por cémo hemos construido los I¢, e(I¢) € I¢pn). Por tanto al ser Ien) € I¢, e(l¢) serd el primer ele-
mento de (e,) que aparezca en I¢a(g), es decir, e(I¢) = e(I¢a(py). Continuando este proceso inductivo vemos
que e(l¢) € Ieano) ¥ €(le) = e(Ignono)) para cada n. Es decir, e(l¢) € Ig, ~ para todo n, por tanto

E‘k+
f(€) = e(I¢). Esto ya nos da que f(N<N) C E.

Ahora dado e,, € F, hay € > 0 tal que d(e,, e,,) > € para cada m < n. Por tanto, si cogemos £ de longitud
n tal que e, € I¢, €g,...,en—1 nO estardn en . Por tanto, e, = e(l¢). Por lo visto en el parrafo anterior,

esto implica que e, = f(£), ergo E C f(N<N), O

Corolario 2.12. X es homeomorfo al (y a NY) siy solo si es un espacio completamente metrizable, separable,
0-dimensional, no localmente compacto en ningin punto. O

Corolario 2.13. T es homogéneo por numerables densos.

Demostracion. Dados D, E subespacios numerables densos de I, por hay homeomorfismos f; : N¥ — I
con 1i(N<N) = Dy fo : N¥ = I con fo(N<N) = E, por tanto fo o f{* = f : I — I es homeomorfismo y
f(D)=FE. O
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El corolario es muy sorprendente a mi juicio, nos dice por ejemplo que hay un homeomorfismo f : T — 1
con f(r+ Q) =7+ A, siendo A el cierre algebraico de Q en R, es decir, los niimeros reales = tales que hay
algtin polinomio p € Q[z] con p(z) = 0. En el anexo [A] vemos una propiedad atin més fuerte de homogeneidad
de I.

2.3 Fracciones continuas
En esta seccién comento informalmente un tema curioso de mencién obligada al hablar de I y NN: las fracciones
continuas. Los detalles de esta construccién, que se pueden encontrar por ejemplo en el capitulo 10 de [Tr97],

son muy tediosos, e incluirlos aqui seria irse por las ramas.

Dada una sucesién finita de k ntmeros naturales, (a1,as,---ay), que llamaremos fraccion continua de
orden k, le podemos asociar un nimero:

O(ay,asz, --ag) =ay +
az +

1
1

L
ar

De hecho, dada una sucesién de nimeros naturales, a = (ay,)nen, la sucesién 0(alx) = 0(a1,as, - - - a) siempre
convergera cuando k tiende a infinito, de forma que obtenemos un nimero asociado a a:

1

0(a) = lim O(alx) = a1 +
k— o0
az +
as +

1
as+ -

Y resulta que este limite siempre va a ser un nimero irracional (a diferencia de las fracciones continuas de
orden finito, que obviamente tendrén asociados nimeros racionales).

Viendo este proceso en sentido contrario, si partimos de un niimero irracional z > 1, podemos obtener una
fraccién continua a = (a,) con #(a) = z. En efecto, de la ecuacién

1

r=a; +
as +
as +

1
a4_|_...

Obtenemos que a; = |z, ya que el resto de la fraccién continua es < 1. Operando, encontramos que

n 1
x—al_a2 1
@t T
PRI

de modo que as = { J Asi se puede despejar recursivamente la fraccién continua a partir de x.

r—aq
En teoria de ntimeros, la fracciones continuas tienen importancia ya que la sucesién de fracciones continuas
de un nimero z es ‘la mejor sucesién de aproximaciones’ a z mediante nimeros racionales: si (a,,) es la fraccién

continua asociada a z, y llamamos 0(al;) = £, entonces ( #£ ) converge a x, pero ademds, para cada k &
) [ b ) ’ br

es el nimero racional mds cercano a = de entre los que tienen denominador < bg. Mds atn, |bgz — ag| es el
menor valor de |bx — a| para cualquier fraccién ¢ de denominador < by.
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Volviendo al tema que nos ocupa, las fracciones continuas nos van a
dar una biyeccién 6 de las sucesiones de naturales, NN, en I N (1,00). Lo 1
sorprendente es que, como se ve en el capitulo 10 de [Tr97], € es de hecho
un homeomorfismo. Ademsds, es facil hallar un homeomorfismo explicito
entre I y IN (1, 00): 0

A size(1,2)
. . 1—x ’
w.Hﬁ(17oo)—>H,x—>{m_3 Gz 9

De modo que 1 0 § es un homeomorfismo ‘explicito’ de NN a I.

e e e e e e e ] = = — — .

2.4 Subespacios, imagenes y cocientes de I.
Espacios polacos y analiticos

Va a ser muy sencillo saber qué espacios son homeomorfos a algiin subespacio de I. Para ello, notamos
primero que 2Y es un subespacio de NN. En efecto, es directo comprobar que la inclusién 2V — NN es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Proposicion 2.14. Un espacio X es homeomorfo a algun subconjunto del siy solo si es Ty, de base numerable
y O0-dimensional.

Demostracion. Por lo que acabamos de ver, 2 es homeomorfo a un subespacio de NN. Ademds, por el teorema
1.16, NN es homeomorfo a un subespacio de 2V. Por tanto, si X es homeomorfo a un subespacio de 2V, serd
homeomorfo a uno de NV, y viceversa. De modo que por hemos acabado. O

Pasamos a estudiar las imagenes de I.
Definicién 2.15. Un espacio polaco es un espacio completamente metrizable y separable.

Como veremos ahora, todos los espacios polacos son imégenes de I. Sin embargo, el reciproco no es cierto,
ni siquiera imponiendo condiciones de separacién o numerabilidad: Q es una imagen continua de I y no es un
espacio polaco (ya que se puede demostrar que todo espacio completamente metrizable no vacio sin puntos
aislados tiene al menos 2%° puntos). Para encontrar una funcién continua sobreyectiva f : I — Q basta, dados
una enumeracién ¢, de Q y una particién C,, de I en infinitos clopens disjuntos, definir f(Cy,) = {qn}-

Teorema 2.16. Si X es un espacio polaco, hay una funcion continua sobreyectiva f : 1 — X.

Demostracion. La demostracion sera analoga a la del teorema de Hausdorff-Alexandroff Sea d una
métrica completa en X.

Crearemos una familia de subconjuntos no vacios de X, {F§}£€N<N de modo que:
(1) Fy=X
(2) Fe = UneNFgA(n)
(3) Si¢ tiene longitud n, diam(F¢) < L.

Para construirlo recursivamente vale darse cuenta de que como X tiene base numerable, F¢ tiene base
numerable para cada £ de longitud n, por tanto es Lindelof, ergo tiene un recubrimiento por numerables bolas
de didmetro < n%rl, que seran nuestros F¢n(;), con i € N.

Usando estas propiedades, es directo por induccién sobre n que los F¢, con { de longitud n, son un
recubrimiento de X por subconjuntos de didmetro < %

Ahora, dada una sucesiéon s € N, le podemos asociar el tinico punto z, de ()

F), (este conjunto tiene
un unico punto por [2.11)). Pasamos a definir la funcién f que buscamos:

neN

f: NN - X
s = (Sn)neN = Tg
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Esta funcién es sobreyectiva, ya que dado x, podemos construir por recursién una sucesién s = (s,) tal
que = € Fy|, para todo n. Ademds es continua, ya que dada s y una bola B(z, %), tenemos que todas las
sucesiones (a,) con al,, = s|, (un entorno de s en NV), cumplirdn que f(a) € B(zs, 2). O

Aunque no podremos caracterizar las imagenes de I mediante propiedades sencillas como hemos hecho
en otros casos, las imagenes métricas de I si que son unos conjuntos muy estudiados en teoria descriptiva
de conjuntos: se les conoce como conjuntos analiticos. Un estudio muy detallado de ellos, y de los espacios
polacos en general, se encuentra en [Ke95].

Definiciéon 2.17. Dado un espacio polaco X, decimos que un subconjunto A C X es analitico si hay un
espacio polaco Y y una funcién continua f: Y — X con f(Y) = A.

Teorema 2.18. Dado un espacio métrico X no vacio, X es una imagen continua de I si y solo si es homeo-
morfo a un subconjunto analitico de un espacio polaco.

Demostracion. Si X es homeomorfo a un subconjunto analitico de un espacio polaco, entonces es la imagen
continua de un espacio polaco. Como a su vez los espacios polacos son imagenes continuas de I, tenemos esta
implicacion.

Reciprocamente, si X es una imagen continua de I, podemos ver X como subespacio de su complecién
X, que es separable (por serlo X), por tanto es un espacio polaco. Al ser X imagen continua de I, es un
subconjunto analitico de X. O

Pasando a los cocientes de I, vamos demostrar que, de hecho, todas las imagenes continuas de los irracionales
que sean espacios métricos son cocientes de los irracionales. Es decir, los cocientes métricos de los irracionales
también serdn salvo homeomorfismo los subespacios analiticos de espacios polacos. El teorema [2.20] y su
demostracion, estan sacados de [MS69]. Para probarlo necesitaremos este lema:

Lema 2.19. Si X # 0 es un espacio metrizable y separable, X tiene una métrica d y una base de abiertos no
vacios (Vi )nen de forma que diam(V,) — 0 y cada © € X estd en infinitos V; distintos.

Demostracion. Comenzamos viendo que X es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert, H, definido
como el producto topoldgico [0, 1] (esto se ve, por ejemplo, en 23.1 de [Wi70]).
Para ello, consideramos (e,,) sucesién densa en X, y una métrica d; < 1 en X, y consideramos la funcién

f: X - H;
r = (di(z,en))nen

f es continua ya que, si x; tiende a x, entonces di (z;, e,,) tiende a dy (x, e,,) para todo n, por tanto f(z;) tiende
a f(z). Ademds es abierta sobre su imagen, ya que dada una bola B := B(z,¢), y dado cierto e, a distancia
< 5 de z, entonces f(B) contiene los elementos de f(X) con coordenada enésima < 5, que es un abierto de la
imagen que contiene a f(z). Que f es inyectiva se deduce ficilmente de la desigualdad triangular y del hecho
de que (e,) es densa en X, osea que en efecto, f es un homeomorfismo sobre su imagen.

De modo que podemos suponer que X es un subconjunto de H, que es metrizable compacto por ser
producto numerable de metrizables compactos, y damos a X la métrica d heredada de la de H. Ahora, como
‘H es totalmente acotado, sea U, un recubrimiento finito de H por abiertos de didmetro < % Sea (Up,) una
enumeracién de U2, U,,. Entonces, diam(U,,) — 0y cada x € C estd en infinitos U;. Podemos obtener la base
V,, del enunciado tomando V,, = U, N X, y omitiendo los abiertos vacios que queden en la sucesion. O

Teorema 2.20. Si un espacio metrizable X es una imagen continua de I, entonces X es un cociente de I.

Demostracion. Como X es separable, le damos una métrica d y una base V,, como indica el lema anterior.
Nuestra estrategia consistird en crear un subespacio Y del plano homeomorfo a I y una aplicacién cociente
f:Yy > X.
Sea ¢ : I — X una funcién continua de I sobre X. Definimos Yy =1 x {0}.

Para cadan € Ny j € Z, definimos A,; = g~} (V,) N [£, 2] e V;,; = A,y x {2}

n
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Ahora, llamando J,, = {j; A,; # @}, ya podemos definir Y

Y:Y()UU{Ynj;neN;jeJn}

Por su definicién, Yy y los Y,,; son todos disjuntos dos a dos, y que los Y,,; son clopen en Y. Sin embargo,
los Y,,; son homeomorfos a los A,;, subconjuntos abiertos no vacios de I, por tanto homeomorfos a I. Por la
misma razén, g~ '(V,,) es homeomorfo a I. Al ser V,,; y ¢~ '(V,,) homeomorfos, habrd una funcién continua
sobreyectiva fy; : Yn; = Vi

Definimos f : Y — X de forma que f|y,; = fn; paran € N, j € Jy,, y en Yy definimos f(s,0) = g(s). Para
demostrar el resultado tenemos que comprobar tres cosas:

e Y es homeomorfo a I.

Para comprobar esto, claro, usaremos el teorema [2.12] Y es separable, métrico y sin puntos aislados.
Y no serd localmente compacto en ningin punto: en puntos de los Y;,; es directo porque los Y,,; son
clopens homeomorfos a I, y un punto y de Yy no puede tener un entorno U compacto, ya que entonces
U NYy, que es homeomorfo a un abierto de I, serfa compacto (por ser Y cerrado en Y'). Solo queda ver
que Y admite una métrica completa. Pero I es completamente metrizable, por tanto I x {0, 1, %, %, .. }
también lo es. Ademads, Y es un G4 en dicho conjunto, ya que se obtiene de quitarle un cerrado a cada
I x {%} Por tanto por Y es completamente metrizable.

e f es continua.

Lo comprobamos punto a punto. Es obvio en los puntos de los Vv
clopens Y,,;. Veamos en Yj. ‘
Sea (s0,0) € Yy, y un entorno de su imagen, V = B(g(so),e) C X. @
Sean W = B (g(s0),5) y no tal que diam(V,,) < § para todo

b
n > ng. Entonces, llamando U =Y N (gfl(W) X [0, i} ), vamos
a comprobar que f(U) C V.
Si (s,0) € U, entonces f((s,0)) € W C V. Por otra parte, si
(s,%) € U, entonces f(s,0) estd en W y en V,,, y f(s,%) estd
en V,. Por tanto, d(f(s0,0),f ((s,2))) < d(f(s0,0), f(s,0)) +
d(f(s,0), f((s,2))) < £+ & <e. Esdecir, f((s,2)) eV.

e f es una aplicacién cociente.

~

Sea z € X y sea U un entorno en Y de f~!(x). Entonces, cogiendo y € I con g(y) = x, (y,0) € U, por
tanto hay cierto e > 0 con (y — e,y +¢) x [0,¢] C U. Sea ahora N > é tal que x € V. Entonces hay
un Yy ; contenido en (y — e,y +¢) x [0,¢], por tanto Viy = f(Yn ;) C f(U). Como Vi es un entorno de
x, hemos acabado.

O



Capitulo 3

El espacio de los racionales, Q

En este capitulo hablamos de la sorprendente caracterizacién de Q: el teorema de Sierpinsky. Después obten-
emos algunos resultados sobre subespacios de Q, aprovechando que es ‘tan solo’ numerable, y un invariante
topoldgico especialmente util para distinguir subespacios de Q. Por tltimo caracterizamos las imagenes de Q
y obtenemos algunos resultados sobre espacios que son cocientes de Q.

3.1 El teorema de Sierpinski

Ya tenemos las herramientas necesarias para demostrar el teorema de Sierpinski, que caracteriza Q. La
siguiente demostracién del resultado es similar a la de [Eb77], solo que aqui atajamos usando la homogeneidad
por numerables densos de 2V ((1.29) en vez de la de NI (2.13))

Teorema 3.1 (Sierpinski). Sea X # @ un espacio metrizable numerable sin puntos aislados. Entonces X es
homeomorfo a Q.

Demostracidn. En primer lugar, X es To. Ademsds el conjunto D = {d(z,y); x,y € X} es numerable, por tanto
hay una sucesién de niimeros positivos d,, — 0 cuyos elementos no estdn en D. De modo que {B(z,d,);z €
X;n € N} es una base numerable de conjuntos clopen de X. Por tanto por podemos suponer que X es
un subespacio de 2. Su cierre X C 2N serd compacto, separable, 0-dimensional (por serlo 2V) y sin puntos
aislados (ya que X no los tiene). Asi que por X es homeomorfo a 2N,

Asf pues, X serd homeomorfo a un subespacio numerable denso de 2V. Por tanto, como por todos los
subespacios numerables densos de 2" son homeomorfos, tenemos que todos los espacios metrizables numerables
sin puntos aislados son homeomorfos, concluyendo asi la prueba, ya que Q cumple estas caracteristicas. [

Teorema 3.2. Si X es un espacio metrizable separable sin puntos aislados y A es un subconjunto numerable
denso de X, entonces A es homeomorfo a Q.

Demostracion. Para demostrarlo basta ver que A no tendrd ningin punto aislado. Dado un punto de a, por
no ser aislado en X habrd una sucesién z,, de puntos distintos de a con z,, — a. A su vez por ser A denso en
X, habrd una sucesién a,, con d(an,x,) < d(a,z,). Por tanto a, son distintos de a y a,, — a, es decir, A no
tiene puntos aislados. O

Lista de algunos espacios sorprendentemente homeomorfos a Q

e El conjunto de extremos de intervalos de los C,, usados en la construccién del conjunto de Cantor (que
es denso en C). O en general cualquier subespacio numerable denso de C.

e Q?, 0 en general Q™ con n > 1.
e A, el conjunto de los numeros algebraicos, o cualquier otra extensiéon de cuerpos numerable de Q en C.

e QnNJ0,1]. jlos puntos de los extremos son indistinguibles del resto!

22
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e El espacio Q[z] de los polinomios de coeficientes racionales, con métrica d(p, q) = max,c 1] [p(z) —q(z)|.

e Q con la topologfa cuya base son los intervalos de la forma [a,b), con a,b € Q, es de base numerable
y regular, asi que por el Teorema de Urysohn es metrizable. Ergo al no tener puntos aislados es
homeomorfo a Q.

e 7 con la topologia cuya base de clopens son las sucesiones aritméticas, N, ) = {a + nb;n € Z} con
a,b € Z,b # 0, también es regular, de base numerable y sin puntos aislados, asi que es homeomorfo a Q.

Todos estos espacios tienen algo en comun: si antes de conocer el teorema de Sierpinski me hubieran pre-
guntado si son homeomorfos a @Q, habria respondido: ‘Seguro que no, veamos cémo demostrarlo’. De hecho,
descubri este teorema intentando demostrar con un compaiiero que Q N (0,1) no es homeomorfo a Q N [0, 1).
El teorema indica que son homeomorfos, pero no se me ocurrié por entonces ningin homeomorfismo explicito.
Sin embargo, tras ver la idea que se usa en las demostraciones de caracterizaciones de espacios 0-dimensionales,
que consiste en dividir el conjunto en clopens y encontrar homeomorfismos entre dichos clopens (y asf repetidas
veces), no resulta dificil encontrar un homeomorfismo explicito entre los dos espacios. A continuacién expongo
uno original. En los préximos péarrafos llamo (a,b)g a QN (a,d).

Primero nos hace falta encontrar un homeomorfismo explicito % : (a,b)g — (¢,d)qg, siendo b > ay d > ¢
reales. Para ello basta encontrar sucesiones de racionales a,, — a, ¢,, — ¢ estrictamente decrecientesﬂ y suce-
siones de racionales b, — by d,, — d estrictamente crecientes. Podemos suponer a; < b1 y ¢; < dy, omitiendo
algin elemento de la sucesién si no. Ahora simplemente definimos h(a,) = ¢, y h(b,) = d,, y completamos h
por interpolacién lineal.

Por tanto valdra con encontrar un homeomorfismo explicito f : 1@
(=1,1)g — [0,1)g. Sea k € (0,1) tal que k™ es irracional para todo
n. Definiremos f a trozos. En (k?,1)g, definimos f como un homeo-

morfismo entre (k%,1)g y (k,1)g. En (-1, —k?)g, lo definimos como
un homeomorfismo entre (—1,—k?)g y (k% k)g. Continuamos este
proceso definiendo f en (k"2 k*")g como un homeomorfismo sobre

(k*n T k2" g y en (—k*", —k*"T2)g como un homeomorfismo sobre
(k2042 g2y
, .

En la figura, donde Q N (—1,1) aparece verticalmente y [0,1)g
horizontalmente, se muestra mediante flechas las imagenes de los in-
tervalos por f. Por ultimo, obviamente, definimos f(0) = 0.

Esta claro que f es una biyeccién, y es continua en todo punto
menos 0 ya que es continua en los intervalos de forma (k?"+2, k%")q )
y (—k?"*2, —k*)q. De igual forma, f~! es continua en todo punto k
menos 0 al ser continua en cada intervalo (k"' k")g. Ademds f y /'
su inversa son continuas en 0, ya que para todo z € (—1,1)g \ {0},
12 < 405 @) e

1 . .
“doa) . < B Por tanto f es un homeomorfismo.

3.2 Subespacios de Q: espacios numerables métricos

Usando el teorema de Sierpinski, es facil probar una caracterizaciéon de los subespacios de Q:

Teorema 3.3. Un espacio topoldgico X es homeomorfo a algun subespacio de Q si y solo si es metrizable y
numerable.

Demostracion. Una implicacion es obvia. Para la otra, sea (X, d) un espacio métrico numerable. Consideramos
el producto topolégico X x Q. Este espacio es metrizable, numerable y sin puntos aislados, ya que Q no tiene
puntos aislados. Por tanto por X xQ es homeomorfo a Q. De modo que como X es homeomorfo a X x {0},
serd homeomorfo a un subespacio de Q. O

1Una posible construccién explicita serfa: si a es racional, elegimos a, = a — %, y si a es irracional, elegimos a, como el
numero con las primeras n cifras decimales no nulas de a.
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En la prueba anterior, X x {0} es cerrado en X x Q. Esto demuestra el siguiente corolario:
Corolario 3.4. Todo espacio X metrizable y numerable es homeomorfo a un subespacio cerrado de Q. O

En concreto, todo subespacio de Q es homeomorfo a algin subespacio cerrado de Q. Esta propiedad es
bastante especial, de hecho se me han ocurrido pocos espacios que la cumplan aparte de Q, los espacios dis-
cretos y algunos ordinales como w? con la topologia de orden.

El objetivo inicial de esta seccién era clasificar salvo homeomorfismo los subespacios de Q. O lo que es
lo mismo, clasificar los espacios numerables métricos. Sin embargo, estos espacios pueden llegar a ser muy
complicados, y hay no numerables clases de ellos salvo homeomorfismo.

En el resto de la seccién mostraremos no numerables de estas clases construidas explicitamente a partir de
los ordinales numerables. Ademads, veremos que cada espacio numerable métrico es disperso o la unién
de un subespacio disperso y otro homeomorfo a Q. Intuitivamente, esto quiere decir que si partimos de un
espacio numerable métrico X y comenzamos a quitarle puntos aislados uno a uno, eventualmente X quedard
vacio 0 nos quedara un subespacio de X homeomorfo a Q (al que obviamente ya no podremos quitarle puntos
aislados). El desarrollo de la seccién es en parte original, basado en mi solucién al problema 13E de [Wi70].
Ademés, parte de la notacién estd sacada de [Gi05], y la idea del teorema es esencialmente la misma que
la del teorema de Cantor Bendixon 6.4 en [Ke95|.

Como motivacién de las construcciones que vamos a hacer mostramos algunos subconjuntos de Q. Llamo
a+bX ={a+bzr;x € X}.

My = {0} M, -

M, = {o}u {2%}::1 M, we « . . .

My = {0}ulUrl, {5 + 722} My =-m= - e o

My = (0)UUT (A + ) My e e B
M = {0yuUz, {5+ 5}

Es decir, M; es una sucesion que tiende a 0, My es una ‘sucesién de sucesiones que tiende a 0’, M3 es
una ‘sucesién de sucesiones de sucesiones que tiende a 0’, etc. No hay ninguna razén para detenerse en los
naturales:

Definicién 3.5. Para cada ordinal numerable «, definimos M, recursivamente de la siguiente manera:
My, = {0}
Meyy1 {0 UUpZy {57 + ger )

M, {0} U UZO=1 {Qi + } si « es ordinal limite, siendo B, una enumeracion de o.

Es directo por induccién que M, serd un subconjunto compacto de [0,1] N Q. Ademds, vamos a ver que
si @ y B son distintos, M, y Mp no son homeomorfos. Para ello introducimos el concepto de la derivada de
Cantor-Bendixon.

Dado un espacio X, llamamos X () a {z € X; z es punto de acumulacién de X}. Por ejemplo, Ml(l) = My,
M2(1) = My, Mél) =M, Q) =Qy XM = & sii X es discreto. Es facil ver que X es cerrado en X, y que
si X e Y son espacios homeomorfos, entonces X1 e Y1) también lo son.

El concepto de conjunto derivado se puede llevar mas alld: podemos pensar en el derivado del derivado de
un conjunto, etc. Formalizamos estos conceptos:

Definicién 3.6. Dado un espacio X, definimos su a-ésimo derivado de Cantor-Bendixon X(®) para cada
ordinal a por induccién de la siguiente manera:
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x© = X
xlot) — (X(a>)<1>
X@ = Np<a X®) Si « es ordinal limite.

Esta claro que para cada X, X es decreciente, es decir, X? estd contenido en X® si > a. Ademds,
si X e Y son homeomorfos, entonces es directo por induccién que X es homeomorfo a Y para todo ordi-
nal a. Otra propiedad directa por induccién es que si Y es un subespacio abierto de X, entonces Y* = Y NX%.

Si X es un espacio numerable, entonces para algin ordinal numerable se cumplird que X = X1 ya
que en caso contrario tendriamos para cada a ordinal numerable un punto z, € X! — X*, por tanto X
serfa no numerable. De igual forma se puede ver que para cualquier X, hay un ordinal « de cardinal < |X| tal
que X = X!, Llamamos N(X), el rango de Cantor-Bendizon de X, al menor ordinal que cumple esto, es
decir, el menor ordinal tal que XV X) no tiene puntos aislados. Claramente, se cumplird que X (® = X V(X))
si a > N(X). Si X, Y son homeomorfos por f : X — Y, como f(X®) = Y? para cada «, tendremos que
N(X) es homeomorfo a N(Y). Diremos también que un punto z estd a-aislado si 2 € X(®) — X(@+1)  Por
ejemplo, los puntos 0O-aislados son los puntos aislados a secas, y 0 es un punto 1l-aislado de M;. La proposicion
siguiente demostrara que los M, no son homeomorfos entre si:

Proposicién 3.7. M = {0}. Por tanto, N(M,) = a+ 1 para todo a.

Demostracion. Por supuesto, tenemos que usar inducciéon en «. El caso 0 se cumple. Veamos el caso limite
primero.
. . L . . M,
Si o es un ordinal limite, M, esta formado por copias de Mg, para 3, < a, que llamaremos Ag, = 2%—1— % -

Apg, esta contenido en [2%, Zn%}, por tanto es clopen en M, al estar a distancia positiva de M, \ Ag,. Por

tanto, por hipétesis de induccién, en Méﬁ")

solo habra un punto de Ag, , que sera 2%

Esto implica que Mo(la) no puede tener puntos aparte de 0, ya que para cada 8 < «, Mé“) no contendra

ningtn punto de Ag. Ademds, para cada § < «, hay infinitos ordinales 3, con 8 < 3, < «, y esos ordinales

) (

cumplirdn que My (s A tiene puntos en infinitos intervalos de forma [2%, QH%]

(o)

tiene puntos en Ag Como My

y es cerrado, tendremos que 0 € M . Como esto se cumple para todo 8 < o, 0 € My*

(@)

Pasamos al caso sucesor. Supongamos que My’ = {0}. M,41 estd formada por numerables copias home-

omorfas de M, que son clopen (como los Ag, de antes) y por el 0. Por tanto M) at1 contendrd solo los ceros

de las copias de M, es decir, los puntos %, y el 0, ya que M( )1 es cerrado. Ergo, Mo(ffil) (M(gi)l) = {0}.

Sabiendo que M." = = {0}, estd claro que MY = g por tanto N(M,) =a+1. O

De modo que los M,, tienen todos rangos de Cantor-Bendixon distintos, asi que no podran ser homeomor-
fos entre si. Por tanto habriamos encontrado X; espacios numerables métricos topologicamente distintos. De
hecho, se pueden encontrar 2% (véase el anexo . Ademads, por lo visto en la demostracién anterior esté claro
que N (M, — {0}) = «a, por tanto para cada ordinal numerable o habra un espacio X con N(X) = a.

Proposicién 3.8. Si X es numerable y métrico, entonces X N X)) es & u homeomorfo a Q.

Demostracion. XNV (X)) es métrico y sin puntos aislados. Por tanto si no es vacio, tendrd infinitos puntos. Al

ser numerable, métrico y sin puntos aislados, serd homeomorfo a Q. O]

Es facil caracterizar los espacios X tales que X V(X)) = &

Proposicién 3.9. XN X)) = & si y solo si X es disperso, es decir, todo subconjunto no vacio de X tiene
puntos aislados.
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Demostracion. Si X es disperso, como X (N (X)) es un subconjunto de X sin puntos aislados, tendré que ser @.
Reciprocamente, supongamos X (VX)) = g v sea A un subconjunto no vacio de X. Si A no tuviera puntos
aislados, entonces vemos por induccién que A C X(® para todo «, por tanto A C X(N(X) = & absurdo. O

Ya podemos expresar el hecho que queriamos sobre los espacios numerables métricos:

Proposicion 3.10. Si X es numerable métrico, entonces es disperso o es union de un subespacio disperso y
un subespacio homeomorfo a Q.

Demostracion. Si XV(X) = & X es disperso por

Si no, por XWX gerd homeomorfo a Q. Como XV (X)) eg cerrado en X, tendremos que Y :=
X — X(N(X)) eg abierto, por tanto Y (VX)) =y n X(N(X)) = ¢, Por tanto por Y seré disperso. O

Un estudio mucho més detallado de los espacios numerables métricos se puede encontrar en [Gi05].

3.3 Imagenes continuas y cocientes de Q. Espacios secuenciales

Q es un espacio numerable, y a su vez es una unién numerable de subconjuntos clopens disjuntos, por tanto
el siguiente teorema es directo:

Teorema 3.11. Un espacio X es una imagen continua de Q si y solo si es finito (# &) o infinito numerable.

Demostracion. Si X es infinito, sea x,, una enumeracién de x. Elegimos una particion de Q en clopens, por
ejemplo U,, = (m + n,m+n+ 1), con n € Z, y definimos f : Q — X de forma que f(U,) = {x,}.
Si X es finito, hacemos lo mismo con una particién finita de Q en clopens. O

Los cocientes no nos lo van a poner tan facil. No parece haber una caracterizacion basada en propiedades
sencillas, pero si podemos dar algunas condiciones necesarias y algunas suficientes para que un espacio X sea
homeomorfo a algin cociente de Q. Los axiomas de separacién no serdn de mucha utilidad: Hay cocientes
de @ que no son T (por ejemplo, N con la topologia trivial o la topologia del complemento finito E| ), y hay
espacios numerables T4 que no son cocientes de Q (uno de ellos serfa el ejemplo 1.6.20 de [En89], que no es
secuencial, lo cual, como veremos, implica que no es cociente de Q).

La unica condicién necesaria para ser cociente de Q que he conseguido encontrar es un axioma de numer-
abilidad muy débil, que a continuacién estudio siguiendo parte del articulo [Fr65].

Definiciones 3.12. Dado un espacio X y un subespacio suyo A, decimos que A es secuencialmente abierto
en X si dado un punto a de A y una sucesién z,, en X que converge a A, entonces hay un natural N tal que
Ty € Asim> N.

Decimos que un espacio X es secuencial si todo abierto secuencial de X es abierto.

Es decir, como cualquier subespacio abierto es abierto secuencial, los espacios secuenciales son aquellos en
que los subespacios abiertos son exactamente los abiertos secuenciales. Por ejemplo, es directo ver que los
espacios donde cada punto tiene una base numerable de entornos (p. ej. Q) son secuenciales. La implicacién
reciproca, sin embargo, no es cierta: el cociente de R obtenido al colapsar Z a un solo punto es secuencial (por
la proposicién que veremos a continuacién) pero se puede comprobar que su punto asociado a Z no tiene base
numerable de entornos.

Proposicion 3.13. Siq: X — Y es una aplicacion cociente y X es secuencial, Y es secuencial.

Demostracion. Sea A un abierto secuencial de Y, veamos que es abierto. Para ello nos basta ver que ¢~ !(A)
es abierto en X. A su vez, para ello basta ver que ¢~ 1(A) es abierto secuencial en X. Pero, dado = € ¢~*(A)
y , € X una sucesién que tiende a x, entonces ¢(z,) tiende a ¢(x) € A. Por tanto q(z,) estd en A a partir
de cierto N. Por tanto, x,, estard en ¢~!(A) para n > N, completando el argumento. O

2Una forma de obtener un conjunto numerable con la topologia trivial como cociente de Q es considerar una particién de Q en
infinitos conjuntos U, densos en Q. Al colapsar cada U, a un punto, el cociente que obtenemos tendra la topologia trivial. Para
obtener la topologia del complemento finito, hacemos algo similar solo que ahora los U,, de la particién serdn finitos y de forma
que cualquier unién numerable de ellos sea densa en Q.
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Como Q es secuencial, ya tenemos la condicién necesaria para ser un cociente de Q:
Corolario 3.14. 5i Q — Y es una aplicacion cociente, Y es secuencial. U

De hecho, la secuencialidad estd muy relacionada con los cocientes. Una construccién adecuada nos per-
mitird expresar cualquier espacio secuencial como cociente de un espacio métrico:

Proposicion 3.15. Todo espacio secuencial es un cociente de un espacio métrico.

Demostracion. Sea X secuencial. Para cada € X y cada sucesién s = {s,} en X convergente a z, consid-
eramos S(s,z) = {s, }nen U {2}, con la topologia que cumple que {s,} es abierto para todo n y s, — = (los
entornos de x serdn los subespacios que contienen a x y tienen complemento finito). Claramente S(s,x) es
métrico, ya que serd homeomorfo a {0} U {1},cy o a un espacio discreto finito. Ahora, sea T el coproducto
topolégico de todos los posibles S(s,z). T es un coproducto de espacios métricos, por tanto es metrizable.

Cada punto de T proviene de algin punto de X, lo cual da lugar a una funciéon f : T — X, que es
sobreyectiva ya que para cada x € X, la sucesién constante x de limite = estd en T. f es continua, ya que
su restriccién a cada S(s,z) lo es (para comprobar esto basta usar que cada abierto de X que contiene a x
contiene a todos los s,, salvo finitos). Usaremos que X es secuencial para ver que f es una aplicacién cociente.
Sea U C X tal que f~1(U) es abierto en T. Entonces, dado x en U y una sucesién s,, — z, f~*(U) contendr4
todos los puntos de S(s,z) salvo finitos, por tanto U contendra todos los s,, para n suficientemente grande.
Es decir, U es secuencialmente abierto, por tanto es abierto. Por tanto f es cociente, y hemos acabado. [

Esto nos da una caracterizacién muy sencilla de los espacios secuenciales.
Teorema 3.16. Las siguientes son equivalentes:
1) X es secuencial.
2) X es un cociente de un espacio con 1¢" axioma de numerabilidad.
3) X es un cociente de un espacio métrico completo localmente compacto y 0-dimensional.

Demostracion. El espacio T de la prueba de es claramente completamente metrizable, localmente com-
pacto y 0-dimensional, por tanto 1 = 3. Ademads, 3 = 2 es obvio y prueba que 2 = 1. O

Volviendo a los cocientes de los racionales, estos siempre serdn secuenciales, pero la implicacién reciproca
no tiene por qué cumplirse. En [SW76] se muestra un ejemplo de un espacio numerable secuencial que no es
cociente de ningtin espacio métrico de cardinal < 2%, Sin embargo, si podemos encontrar algunas condiciones
suficientes mas fuertes para que un espacio numerable X sea cociente de Q:

Proposicién 3.17. Si X # & es un espacio métrico finito o infinito numerable, es un cociente de Q.

Demostracion. El espacio X x Q es metrizable, numerable y sin puntos aislados, por tanto homeomorfo a Q.
Ademss, la proyeccién (z,q) — = de X x Q sobre X es abierta, por tanto es un cociente. O

Se puede obtener un resultado un poco mas fuerte. El siguiente resultado y su demostracién son originales
(que yo sepa), aunque la idea de crear espacios a partir de secuencias estd inspirada en 1.12 de [Er65].

Teorema 3.18. 5i X # & es finito o infinito numerable y cumple el primer axioma de numerabilidad, entonces
es un cociente de Q.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior, nos bastard demostrar que X es cociente de un espacio métrico
numerable. Sea (z,) una enumeracién (finita o infinita) de X, y para cada x,, sea (A, k)k=2,3,.. una base de
entornos de x,, de forma que A, r+1 C Ap k.

Nuestro cociente sera f : T — X, donde T es numerable métrico. Vamos a ver cémo construirlo. Llamare-
mos T, a f~1(x,) para cada n, de forma que los T}, seran no vacfos y T = UpenTy,. T serd un subespacio
del espacio de las sucesiones de reales con finitos términos no nulos, con métrica d(a,b) = max{|b, — a,|}. El



CAPITULO 3. EL ESPACIO DE LOS RACIONALES, Q 28

siguiente parrafo intenta motivar la construccion de T'.

Llamamos e,, = (0,0, ... ,O,Ti, 0,...) al enésimo vector unitario. Entonces, tendremos que e,, € T,,, es decir,
f(en) = x,. Ahora bien, nuestro cociente tendrd que cumplir que la imagen de cualquier entorno de T;, sea
un entorno de z,, y para ello nos bastard que la imagen de cualquier bola centrada en e, sea un entorno de
x,. En concreto, podemos pedir f (B (en, %)) = A, . Para conseguir esto, necesitamos que para cada punto
Zm en A, i haya algtin punto de T, en B (em %) Esto se puede conseguir anadiendo a T, el punto e,, + ;—rl,
que estd en B (en, %)

Tras hacer esto para todos los x,,, obtenemos que en cada conjunto T}, esta el propio punto e,, y ademas
los puntos e,, + ,f—fl, cuando x,, esté en A,, ;. Es decir,

€n
T,={{e,}U<e ——m#*nyxz, €A .
Ahora, como deciamos, sea T = U, T, y la funcién f : T — X de forma que f(7,) = {z,}. Como
flen) = x,, [ es sobreyectiva. Vamos a comprobar que f es un cociente usando las siguientes propiedades:
(1) Todos los puntos de T son aislados excepto posiblemente los e,,.

Ya que dado otro punto p = e, + 5=, cualquier otro punto distinto ¢ = e, + le; cumplird o bien que

n # a, en cuyo caso la coordenada enésima de g es < %, y por tanto d(p,q) > %, o bien n = a pero
m # b, en cuyo caso d(p,q) > %, o bien n = a,m = b pero | # %, en cuyo caso d(p,q) > ‘% - %4—1 . Por

tanto para cualquier otro punto ¢, d(p, q) > m, es decir, p es aislado.

(2) f(B(en 1)) = Ani-

Sabemos por construccién que A, C f (B (en, 1)). Reciprocamente, si a € B (ey, 1), entonces a serd
de la forma e, +1 - e,,, donde [ es 0 o ﬁ, con N > k. Por tanto o bien ¢ = e,, y f(a) € Ap i, 0

a=e,+ 1\7+1 € T,,, en cuyo caso z,, € Ay v C Ay k.

Comprobemos la continuidad de f punto a punto. En todos los puntos salvo los e,, f es continua ya
que por (1) son aislados. f serd continua en e, ya que si U es un entorno de f(e,) = z,, habréd algin A,
contenido en U, por tanto por (2), el entorno B(e,, 1) de e, estard contenido en f~1(U).

Ahora, sea U C X y supongamos que f~1(U) es abierto en T. Entonces, dado x,, € U, f~1(U) contiene
Blen, %) para algun k. Por (2), U contiene el entorno A, j de x,,. Es decir, U es abierto, ergo f es cociente. [

Notese que este tltimo teorema no asume ningiin axioma de separacién, por tanto es mas fuerte que el
anterior. De hecho, es otra forma de demostrar que un conjunto numerable con la topologia trivial o con la
topologia del complemento finito es un cociente de Q, o también que cualquier espacio topoldgico finito es un
cociente de Q.

En el caso de Q, no vamos a dedicar una seccién a estudiar su homogeneidad. Por una parte, Q va a ser
fuertemente n-homogéneo para todo N. Esto se puede demostrar igual que hemos hecho con C en[I.25 usando
que Q es 0-dimensional y todo clopen de @Q es homeomorfo a Q. Pero Q no es homogeneo por numerables
densos, ya que tiene subespacios numerables densos que no son el espacio total. De todas formas, en el anexo
[A] vemos que Q cumple otra propiedad parecida a la homogeneidad por numerables densos.



Capitulo 4

La recta real, R, y el intervalo [0,1], I

En la primera seccion del capitulo estudiamos la relacién entre las topologias del orden y de subespacio en
subespacios de R, y comprobamos que R es homogéneo por numerables densos. En la segunda, estudiamos
los continuos, una clase de espacios con propiedades interesantes de conexiéon y que nos permitiran tanto
caracterizar I = [0, 1] como estudiar las imégenes de I y R en el tema siguiente.

4.1 Topologia del orden en subconjuntos de R

Comenzamos estudiando la topologia del orden en subconjuntos de R, dada por el orden usual de R. Esto,
ademas de tener su propio interés, nos sera util al caracterizar I. El teorema es la proposicién 1 de [Fr12].

Definicién 4.1. Dado (X, <) totalmente ordenado, su topologia del orden es la que tiene por base los conjuntos
de la forma (a,b)x ={r € Xja<z <b}, (a,0)x ={x € Xja<a}y (—o0,b)x ={z € X;z < b}ﬂ

Al estar definida esta topologfa en base al orden, cualquier isomorfismo de orden (funcién biyectiva cre-
ciente) entre dos conjuntos linealmente ordenados serd un homeomorfismo entre sus topologias del orden.
También usaremos en que estas topologias son Ts. Esto se cumple ya que dados z,y € X con x < y, si
hay algin elemento ¢ en (x,y)x, entonces (—o0,¢) y (¢,00) separan x de y. Si, por el contrario, no existe tal
¢, entonces (—o0,y) y (x,00) separan x e y. De hecho, aunque no lo probaremos aqui, todas las topologias del
orden son normales.

En muchos subconjuntos de R, la topologia del orden coincide con la topologia de subespacio. Ejemplos
de estos espacios son, por lo que veremos, R, I, Q, [ y C. Sin embargo, en otras ocasiones no coinciden las dos
topologias. Por ejemplo, si consideramos A = {0} U (1,2), en su topologia como subespacio el 0 es un punto
aislado, sin embargo en la topologia del orden no lo es. El siguiente resultado demuestra que esto se debe a
que A tiene un ‘hueco’, (0, 1], que es un intervalo semicerrado.

Teorema 4.2. Sea A un subconjunto de R. La topologia de A como subconjunto de R, Tar, siempre serd
mas fina que la topologia del orden de A, Ta,. Ademds, las dos topologias coinciden si y solo si R — A no
tiene ninguna componente conexa de forma (a,b] o [b,a), con a,b € R.

Demostracion. Lo primero es consecuencia de que para cada a,b € A, (a,b)a = (a,b)rg N A4, (0c0,b)a =
(00, b)rN Ay (a,00)4 = (a,00)r N A, por tanto los abiertos de T4 « también lo son en T4 .

Si A tiene un hueco de forma (a,b], entonces a € A y hay una sucesién decreciente b, que tiende a b,
con b, € A (si no pasaran estas cosas, estarfamos contradiciendo la maximalidad de (a, b] como componente
conexa de R — A). Por tanto en T4 <, cada entorno de @ contiene infinitos b,,, mientras que en 74 g 10 es asi.
Por tanto Tar # Ta,<. Con los huecos de forma [b, a) pasa lo mismo, claro.

INormalmente tendriamos que indicar el orden ademés del conjunto al nombrar los intervalos, pero como aquf solo trataremos
subconjuntos de R con su orden usual, no hay peligro de confusién.

29
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Supongamos que A no tiene huecos de forma (a,b] ni [b,a). Para ver que Tar C Ta < nos bastard ver
que para todos a,b € R, (—00,b) N Ay (a,00) N A son abiertos en T4 <. Veamos el caso (—o0,b), el otro es
simétrico. Si b € A, es directo ya que (—o0,b) N A = (—00,b) 4, que es abierto en T4 <. Si no, llamamos B a
la componente conexa de b en R — A. Dividimos en casos segin qué tipo de intervalo es B:

e B =[c,d], con ¢ < b < d. Entonces, hay una sucesion ¢, — cen A,y (—00,b) N A = [J;cz+ (—00,¢n)a
es abierto.

e B =(—00,d], con d <b. Entonces (—oc0,b) N A = & es abierto en A.

B = [¢,00), con ¢ < b. En este caso (—o00,b) N A = A es abierto en A.

e B=(c,d),conc<boc=—ocoyd>b. Entonces (—o0,b) N A = (—00,d)4 es abierto en A.

B = (¢,00), con ¢ < boc=—oo. Entonces (—oo,b) N A = A es abierto en A.
O

Pasamos a demostrar que R tiene la siempre sorprendente propiedad (aunque casi todos los espacios que
estamos estudiando la tengan) de homogeneidad por numerables densos. De hecho, aqui no generalizaremos
pero en [Brl3] se demuestra que R™ es homogéneo por numerables densos para todo n. Para ello usamos un
conocido lema sobre érdenes, que también nos vendra bien a la hora de caracterizar I. Recordemos que un
orden lineal en un conjunto es denso si dados z,y cualesquiera con x < y siempre existe z con x < z < y.

Lema 4.3 (Cantor). Dados X,Y conjuntos numerables con drdenes lineales densos sin mdzimos ni minimos,
hay un isomorfismo de orden f: X =Y.

Demostracion. Sean (x,), (yn) enumeraciones de X e Y. Definiremos f recursivamente.
e Paso 1: Definimos f(z1) = y1.

e Paso n: Supongamos que ya hemos definido f(z1),..., f(xn_1), f " (W1),--- f ' (yn_1), ¥y que f es
creciente estricta en su dominio. Llamamos a1, ..., a; a los elementos de X donde hemos ya definido f,
con ay < --- < ag. Por tanto f(a1) < --- < f(ay). Para definir f(x,) tenemos varios casos:

— &, < a1. Entonces definimos f(z,) como un elemento de Y menor que f(a;) (existe ya que en YV’
no hay elemento minimo).

— a; < T, < a;41 para cierto i. Entonces definimos f(z,) de forma que f(a;) < f(zn) < f(ait1)
(existe ya que Y es denso).

— Zp > ag. Definimos f(x,) como un elemento de Y mayor que f(ag).

Por c¢émo hemos definido f(z,,) estd claro que f sigue siendo inyectiva y creciente en su dominio.

De forma similar, usando que el orden de X es denso sin méaximos ni minimos, podemos encontrar
f~Y(yn) (si no estaba ya definido) de forma que f siga siendo creciente.

Tras repetir este paso para cada n natural, estd claro que la f que obtendremos serd biyectiva (en cada
paso hemos definido f(x,,) distinto a los demds elementos de la imagen y hemos definido f~!(y,)). También
es obvio por su construccién que serd creciente. O

Proposicion 4.4. R es homogéneo por numerables densos.

Demostracion. Sean D, E dos subconjuntos numerables densos de R. Por habréd una funcién biyectiva
creciente g : D — E. Vamos a obtener una extensiéon suya f : R — R que sea un homeomorfismo. Para ello,
dado x € R, definiremos f(z) = sup{g(q);q € D,q < z}. f estd bien definida ya que dado r € D que sea > ,
g(r) serd una cota superior de {g(¢);q € D, q < x}.

Si g € D, veamos que f(¢) = g(q). Dado p < ¢ en D, tendremos que g(p) < g(q). Como esto se
cumple para todo p, f(¢) < g(¢). Ademds, como E es denso, hay una sucesién e, en F estrictamente cre-
ciente que tiende a g(g). Por tanto, como f(q) > g(¢g~'(en)) = e, para todo n, f(q) > g(q). Ergo, f(q) = g(q)-
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Ademas, dados = < y en R, hay dos elementos ¢,d en D con z < ¢ < d < y, y de la definicién de f
se desprende que f(z) < g(c) < g(d) < f(y). Esto demuestra que f es estrictamente creciente, y por tanto
inyectiva. Si demostramos que f es sobreyectiva, habremos comprobado que f es un isomorfismo de orden, y
por tanto un homeomorfismo.

Veamos que f es sobre: dado y € R, definimos z := sup{q € D;¢g(q) < y}. Entonces, f(z) < y. Ademds,
para cualquier » € E menor que y, tendremos que g~ (r) < x, por tanto r < f(x). Cogiendo una sucesién r,
en E que tiende a y por debajo, vemos que y < f(x). Por tanto y = f(x). O

En el anexo [A] hay un resultado atin mds fuerte de homogeneidad de R.

4.2 Continuos, puntos de corte. Caracterizacion de 1

Un continuo es un espacio T9, compacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio es un subespacio suyo que
es un continuo. Ejemplos de continuos son los cubos I", las esferas S™ con n > 1, o cualquier otro subespacio
compacto conexo de R™. También hay ejemplos més alld de R", claro: cualquier producto de continuos es
un continuo. Por ejemplo, I* es un continuo para cualquier cardinal a (y para a > Ny, esto ni siquiera es
metrizable). Nuestro objetivo serd caracterizar I como continuo. Esta seccién va a seguir de cerca el tema 28
de [WiT0], arreglando de paso un detalle de la prueba de 28.7 (aqui, la proposicién .

Recordemos que un conjunto dirigido (X, <), es un conjunto X con una relacién < en X reflexiva, transitiva,
y tal que para cada dos elementos =,y en X hay z con = < z, y = z. Por ejemplo, los conjuntos linealmente
ordenados son dirigidos. Una familia I de conjuntos estd dirigida por la inclusién inversa si dados finitos
conjuntos de K, hay otro contenido en su interseccién.

Proposicién 4.5. Sea X T, y sea K = {Ky}aca una coleccion de subcontinuos de X dirigidos por la
inclusion inversa. Entonces K = (\,c4 Ko es un continuo. Ademds, si Ko # @ para todo o, K # @.

Demostracion. Podemos suponer que X es compacto: si no, sustituimos X por K, para algin K, no vacio,
y Kg por K, N Kg.

Que K compacto es obvio. Supongamos que no es conexo, es decir, hay una separacion de K, K = X; U X5,
con X; y X disjuntos y cerrados en K y x € X;. Entonces X; y X5 son cerrados en X, por tanto como X
es normal, hay conjuntos U,V disjuntos abiertos en X con X; C U, Xo C V. UUYV es un entorno de K.
X — K, es un recubrimiento abierto del compacto X — (U U V). Por tanto habrd finitos K, ..., K,, cuyos
complementarios recubren X — (U U V). Llamando K,, a un elemento de K contenido en todos ellos, K,
estd contenido en U U V. Esto es absurdo, ya que entonces U y V son una separacién de K,,, contradiciendo
que es conexo.

Si K, es no vacio para todo «, entonces al ser K dirigido por la inclusién inversa serd un conjunto de
cerrados con la propiedad de la interseccién finita, por tanto su interseccién, K, es no vacia. O

Definicién 4.6. Un continuo K es irreducible respecto a un subconjunto A si ningin subcontinuo propio de
K contiene a A. Si A = {a, b}, decimos que K es irreducible entre a y b.

Proposicion 4.7. Dado un continuo K y un subespacio suyo A, hay un subcontinuo de K irreducible respecto
a A.

Demostracion. El conjunto K de subcontinuos de X que contienen a A estd parcialmente ordenado por la
inclusién. Ademés, por cada cadena en K tiene un elemento minimal (la interseccién de sus elementos).
Por el lema de Zorn, habrd un elemento minimal de K, que por tanto sera irreducible respecto a A. O

Por ejemplo, cualquier arco entre 2 puntos en R™ es un subcontinuo irreducible entre los dos puntos.

Definicién 4.8. Sea X conexo, Tq. Decimos que p € X es un punto de corte de X si X — {p} no es conexo.
Un corte de X es una terna (p,U, V'), donde p es un punto de corte de X y U,V son dos abiertos disjuntos
no vacios de unién X — {p}.
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Proposicién 4.9. Si (p,U, V) es un corte de un continuo K, entonces UU{p} y VU {p} con conexos (y por
tanto continuos).

Demostracion. U U {p} y V U {p} son cerrados, y por tanto compactos, por ser los complementarios de V' y
U en K. Para ver que son conexos, consideramos la funcion

fr K — K;

x sizeUU{p}
v {p six e VU{p}

Como f es continua en U U {p} y en V U {p}, por el lema del pegamento es continua. Por tanto U U {p}
es la imagen continua de K, que es conexo, por tanto es conexo. De forma andloga podemos ver que V U {p}
es conexo. O

Proposicién 4.10. Si (p,U, V) es un corte de un continuo K, entonces U y V' contienen algin punto que no
es de corte de K.

Demostracidn. Supongamos que todos los puntos « de U son de corte en K, introduciendo un corte (x, Uy, V;.),
y vamos a llegar a contradiccién. Siz € U, U, y V., no pueden intersecar ambos V U {p}, ya que lo separarian,
y por la proposicién anterior V' U {p} es conexo. Por tanto, uno de los abiertos, que serd el que llamemos U,
estd incluido en U (y V estd contenido en V).

Algo que usaré un par de veces es que si x,y son puntos de U y = € Uy, entonces U, C U,. Esto pasa
porque si no, U, y V, intersecarfan ambos V;, U {y}, desconectéandolo.

Entonces, U = {U,U{z}}.cv es una familia de continuos contenidos en UU{p}. Ademads, U es parcialmente
ordenado respecto a la inclusién inversa. Veamos que U tiene elementos maximales usando el lema de Zorn.
Dada una cadena A = {U, U {x}},ca, al ser un conjunto dirigido de continuos no vacios, su interseccién serd
por un continuo no vacio, L. Sea ¢ un punto de L. Entonces ¢ € U, U {z} para todo z € A, por tanto
U, C U, para todo z € A, ergo U, U {¢q} C L. Es decir, U, U {q} es una cota superior de la cadena. Por el
lema de Zorn, tendremos un punto r tal que U, U {r} es maximal respecto a la inclusién inversa en U. Pero,
cogiendo un punto s € U,, tenemos de nuevo que U; C U,.. Por tanto Us U {s} C U, U {r}, contradiciendo la
maximalidad de U, U {r}. O

Teorema 4.11. Todo continuo K con mds de un punto tiene al menos dos puntos que no son de corte.
Demostracion. Si K tiene puntos de corte, el resultado es cierto por .10} Si no, el resultado es obvio. O

Este resultado tiene mucho que ver con I: la caracterizacién que daremos de I es que es el dnico continuo
metrizable con exactamente 2 puntos de corte. Pero todavia necesitamos mas resultados para esto. El primero
nos dice que ningiin subcontinuo propio de un continuo K puede contener todos sus puntos que no son de
corte.

Teorema 4.12. Un continuo K es irreducible respecto a su conjunto de puntos que no son de corte.

Demostracion. Supongamos que hay un subcontinuo L C K que contiene todos los puntos que no son de corte
de K. Dado € K — L, habra un corte (z,U,V) de K. Como L es conexo, no puede intersecar a U y a V,
por tanto suponemos por ejemplo L C U. Pero por hay puntos que no son de corte de K en V', lo cual
contradice que L contiene todos los puntos que no son de corte de K. O

Pasamos a ver una relacién de orden que podemos establecer entre puntos de corte.

Definicién 4.13. Un punto de corte p en un espacio X separa a de b si hay un corte de X, (p,U, V), con
acUybeV.

Llamamos FE(a,b) al conjunto de elementos a, b y todos los puntos de corte que los separan.

Definimos la relacién < en E(a,b) por: a < p < b para todo p, y para el resto de puntos, p; < po sii p1 = p2 0
p1 separa a de ps.

Proposicion 4.14. Si a,b son puntos en un continuo K, la relacion < de es un orden total en E(a,b).
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Demostracion. Basta ver que < es un orden lineal en E(a,b) — {a,b}. Dado p € E(a,b) — {a, b}, llamamos
(p,Up,V,) a alguna separacién de a y b por p, con a € U, y b € V.

Dados p y q de E(a,b) — {a,b} distintos, U, y U, se cortan en a, y V,, y V4 se cortan en b. Distinguimos
dos posibles casos.

e Siq €V, psepara a de ¢, p < ¢q. V, no puede cortar U, U {p}, ya que entonces U, y V, separarian
U, U{p}. Por tanto V, C V.

e Siq € U,, U, no puede cortar V,,U{p}, ya que entonces U, y V, separarfan V,,U{p}. Por tanto U, C U,.
Tomando complementarios, V, U {p} C V, U{q}. Como p # ¢, tenemos que p € V. Es decir, g separa a
de p, ¢ <p.

La relaciéon < es obviamente reflexiva. Como hemos visto en la divisiéon en casos, dados dos elementos de
E(a,b) — {a,b} py g, se tiene que p < g 0 ¢ < p. Queda ver las propiedades antisimétrica y transitiva.

Sip<qyq<p, qeV,yp €V, para algunos cortes (p,Up, V,) v (q,Uq, Vy). Por lo visto en el primer
caso, tendremos que V;, C V,, y V,, C V,, ergo V,, = V,. Por tanto la frontera de V,, es igual a la de Vj, es decir,
pP=4q.

Sip<qyq<r,q€V,yr eV, paraalgunos cortes (p, Uy, V) y (q,Uq, Vy). Por tanto V, CV,, y V. CV,
ergo V. CV,. Por tanto r € V. CV, =V, U {p}. Como r # p, r € V,, es decir, p < r. O

Ahora que sabemos que < es un orden lineal en F(a,b), es natural pensar en su topologia del orden. Vamos
a ver un caso en que la topologia del orden de E(a,b) y la heredada como subconjunto de K coinciden.

Proposicién 4.15. Si K es un continuo con solo dos puntos que no son de corte, a y b, entonces E(a,b) = K
y la topologia en K es la de orden.

Demostracion. E(a,b) = K ya que dado un punto p € K — {a, b}, tiene un corte asociado (p,Up,V,). Por
4.10] U, y V), contienen algin punto que no es de corte. Estos puntos solo pueden ser a y b, por tanto p separa
a y b. Pasamos a comparar la topologia de K y la del orden.

En la division de casos de comprobamos que, dados p,q € K — {a,b}, p < ¢sii ¢ € V, sii p € U,. Por
tanto una subbase de la topologia del orden serdn los subconjuntos de forma (—o0,q) = Uy y (p,00) = V.
Estos son abiertos en la topologia de K.

Ahora, consideramos la funcién identidad en K, 1x, donde el espacio de partida tiene la topologia de K y
el de llegada tiene la topologia del orden. El dominio de la funcién es compacto, y la imagen es To. Ademés,

por el parrafo anterior la funcién es continua. Al ser biyectiva, f es un homeomorfismo.
O

Ya estamos listos para la caracterizacion de I como continuo.

Teorema 4.16. Si K es un continuo metrizable y tiene exactamente 2 puntos que no son de corte, es home-
omorfo a 1.

Demostracion. Como K e I tienen la topologia del orden por y nos basta demostrar que hay un
isomorfismo de orden (funcién biyectiva creciente) entre ellos.

Como K es métrico compacto, tiene algin subconjunto D numerable denso, que podemos suponer que no
contiene los puntos que no son de corte, a y b. Este subconjunto D no tiene elemento minimo ni méximo, ya
que a,b estdn en su cierre. Ademds, dados dos puntos r,s en D, (r,s)x no es vacio por ser K conexo, por
tanto como D es denso en K, (r, s)p no es vacio. Es decir, el orden de D es denso. Por el lema habréa un
isomorfismo g de orden de D sobre QN (0, 1).

Nos bastard entonces extender este isomorfismo g a un isomorfismo de orden f : K — [0, 1]. Légicamente,
definimos f(a) =0, f(b) = 1. Si p es otro punto de K, definimos f(p) como sup{g(q);q < p}. De este modo,
estd claro que si ¢ es un punto de D, entonces si p < ¢ tendremos que f(p) < g(q), y sip > q, f(p) > g(q).
Al haber puntos de D entre cada 2 puntos distintos de K, esto implica que f es inyectiva. Ademds, f es
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obviamente creciente.

Falta ver que f es sobre. Pero dado un punto x € I, hay una sucesion ¢, de racionales que tiende a x por
abajo. Cogiendo p = sup{g~'(q,)}, es obvio que f(p) < x. Ademés f(p) > x ya que para cualquier g racional
<z, f(p) > q, ya que hay n con ¢, > ¢. De modo que f(p) = z. O

Uno se puede preguntar sobre la homogeneidad de I. Este es el tinico de los espacios que vamos a estudiar
que no es homogéneo, ya que todos sus puntos son de corte excepto 0 y 1. Esto implica que el espacio no es
homogéneo por numerables densos, ya que algunos subconjuntos numerables densos en I contienen a {0,1} y
otros no. Aunque, si exigimos que 0 y 1 no estén en los numerables densos, si podemos obtener un resultado:

Proposicion 4.17. Sean A, B subconjuntos numerables densos de I que no contienen 0 ni 1. Entonces hay
un homeomorfismo f:1—1 con f(A) = B.

Demostracion. Como (0,1) es homeomorfo a R, que es homogéneo por numerables densos, habrd un homeo-
morfismo f : (0,1) — (0,1) con f(A) = B. Si queremos podemos tomar f creciente, como en la prueba de
[£4] Entonces, como f es creciente biyectiva de (0,1) en (0, 1), tendremos lim,_,o f(z) = 0 y lim,_,1 f(z) = 1.
Por tanto, definiendo f(0) =0y f(1) = 1, tenemos una funcién f : I — I biyectiva continua de compacto en
T5, es decir, un homeomorfismo. O]



Capitulo 5

Continuos de Peano

Pasamos a estudiar las imagenes continuas de I y R. El famoso teorema de Hahn-Mazurkiewicz demuestra
que las imagenes continuas Ty de I son exactamente los continuos de Peano, que describimos a continuacion.
Para las imagenes de R no parece haber una caracterizacién tan bonita, pero en la segunda seccién damos
una clase de ellas mas amplia que los espacios de Peano. Por tltimo usamos estos resultados para dar una
caracterizacion de R en la tercera seccion.

5.1 Continuos de Peano. Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

Recordemos que una curva o camino en un espacio X
es una funcién continua f : I — X. Un concepto simi-
lar pero mads restrictivo es el de arco: f : I — X es un
arco de a a b si f es un homeomorfismo sobre su imagen,
f(0) = ay f(1) = b. En general llamaremos arcos a los
espacios homeomorfos a I. La pregunta que nos hacemos
en esta seccion es, jqué espacios son imagenes continuas de
I? A finales del siglo XIX, Peano descubrié que hay curvas
que cubren el cuadrado, I2. Construyé un ejemplo como el
limite uniforme de una sucesion de curvas. En la figura se ve
una construccion similar de Hilbert. Construyendo curvas
similares, se puede ver que I” es imagen de I para todo n.

En esta seccién caracterizaremos qué espacios T son imagenes

continuas de I. Estos espacios seran obviamente compactos y conexos. Ademds, por [1.15] serdn metrizables.
Otra propiedad que cumplirdn, que no es tan obvia, es conexién local (un espacio es localmente conexo si cada
punto tiene una base de entornos abiertos y conexos). Para demostrarlo usaremos el siguiente lema técnico.

Lema 5.1. Si f: X — Y es una aplicacion cociente y X es localmente conexo, Y es localmente conexo.

Demostracion. Usaremos la caracterizacién de que Y es localmente conexo sii para todo abierto V de Y, las
componentes conexas de V son abiertas (27.9 de [Wi70]).

Sea V un abierto de Y, sea y un punto de V' y C(y) la componente conexa de y en V. Queremos ver que
C(y) es abierta. Como f es cociente, nos bastara con que C' = f~1(C(y)) sea abierto. Dado x € C, al ser
X localmente conexo, la componente conexa U, de x en f~1(V) serd abierta. Como f(U,) C V es conexo,
fU,) C C(y), ergo U, esta contenido en C. Por tanto x es interior a C, es decir, C' es abierto. O

Si X es un espacio Te y f : I — X es continua sobre, f es cerrada y por tanto una aplicacién cociente, asi
que por el lema anterior X es localmente conexo.

Definicién 5.2. Un continuo de Peano es un espacio metrizable, compacto, conexo y localmente conexo.

35
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Por lo que hemos visto, las imagenes continuas de I que son Ty son continuos de Peano. Durante el resto
de esta seccién demostraremos la implicacién reciproca, siguiendo de cerca el capitulo 31 de [Wir0]. Un primer
paso para ello es demostrar que los continuos de Peano son conexos por caminos. De hecho vamos a demostrar
algo maés fuerte: que son conexos por arcos. Asi obtendremos que un espacio Ty es conexo por caminos si y
solo si es conexo por arcos, un resultado intuitivo pero nada facil de demostrar. Comenzamos con unos lemas
sobre conexién y cadenas de abiertos.

Definicién 5.3. Una cadena entre a y b en un espacio X es una sucesién (Uy,...,U,) de abiertos en X con
acU,beU,yU NU; # @ Vi. Decimos que la cadena es simple si a solo estd en Uy, b solo estd en U, y
U;NU; =0 < |Z—]| > 1.

En el siguiente teorema usaremos el hecho facil de comprobar de que la unién de los elementos de una
cadena de conjuntos conexos es conexa. Esto se puede comprobar ya que si tenemos la cadena de conjuntos
conexos (Uy,...,U,), entonces cualquier conjunto clopen que contenga algin punto de U; tendrd que contener
a U; completo por ser U; conexo. Por tanto el clopen interseca Us, y por tanto contiene Us, y asi por induccién
vemos que el clopen contiene todos los elementos de la cadena.

Lema 5.4. Si X es conexo yU es un recubrimiento abierto de X, dados a y b de X habrd una cadena simple
de abiertos de U entre a y b.

Demostracion. Consideramos Z, el conjunto de puntos de X conectados a a por alguna cadena simple de
abiertos de U. Este conjunto es claramente abierto, ya que si x € Z y la cadena simple Uy, ..., U, conecta
a y x, entonces el entorno U, de z estd contenido en Z. Veamos que Z es cerrado. Sea x € Z. Sea U € U
entorno de x, y sean y e UNZ y (U, ...,U,) una cadena entre a e y. Tenemos dos casos: si x estd en algin
U;, cogemos el menor i que cumpla eso y entonces (Uy,...,U;) es una cadena simple desde a hasta z, ergo
x € Z. Si x no estd en ningun U;, sea i el menor indice tal que U; N U # @&. Entonces (Uy,...,U;,U) es una
cadena simple de a a z, por tanto x € Z. O]

El siguiente teorema es vital y su demostracién es bastante geométrica y pesada de formalizar. Tanto es
as{ que en muchos libros la demostracién es errénea o al menos incompleta, como se explica en [Ba84]. La
demostracién de aqui es una modificacién de la que aparece en [Wi7(Q)].

Teorema 5.5. Todo continuo de Peano es conexo por arcos.

Demostracion. Sea, X nuestro espacio, y sean dos puntos suyos a y b. Por el lema anterior hay una cadena
simple desde a hasta b de abiertos conexos de didmetro < 1, que llamaremos ¢y = (U1, ..., Uy, ).
Para crear un arco desde a hasta b vamos a usar una sucesiéon de cadenas simples desde a a b creadas
recursivamente. Las llamaremos € = (Ug 1,...,Ukn, ), para k > 2, y cumplirdn estas propiedades:

(1) € es una cadena simple desde a a b de abiertos conexos de didmetro < 2%
(2) Todos los abiertos Uy,; de € cumplen que Uy ; C Ui—1,; para algin j.

(3) Para cada k, hay indices 0 = jo < j1,- - < jn, = ni+1 de forma que, en la cadena €441, los Uy, con
Ji—1 <1 < j; estédn contenidos en Uy, ;.

Para crear €4 a partir de €, empezamos encontrando para cada punto p de Uy ; un entorno abierto
conexo de p, Vj,, con V), C Uy ; y con didmetro < Qk—lﬂ Esto forma recubrimientos abiertos de los Uy ;.

Ahora, cogemos para cadai=1,...,n; — 1 un z; € Uy ; N Uy i1, y llamamos zy = a,x,, = b. Para cada
it =1,...,n, encontramos una cadena simple ©; dentro de Uy, ; desde z;,_; a x;, formada por los V}, definidos
antes. Uniendo todas estas cadenas para formar una nueva cadena, (Vi,...,V,,) esta serd una cadena desde

a a b, pero no tiene por qué ser simple: puede haber intersecciones no deseadas. Sin embargo, esto se puede
arreglar facilmente: si V; interseca V; en algin punto, con |j — 4| > 2, entonces podemos omitir todos los Vj
con k entre 7 y j. Como en este proceso estamos eliminando elementos de la cadena, solo podremos repetirlo
finitas veces, y cuando ya no se pueda repetir mas habremos obtenido una cadena simple, que es € 1.
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Figura 5.1: Ejemplo de construccién de las cadenas €; y €a.

Para comprobar que esta cadena cumple (3), cogemos jo = 0 y el resto de j; de modo que Uj41,j, es el
dltimo elemento de ®; que ha quedado en €. Tal elemento tiene que existir: si no, todo elemento de €4
estarfa contenido en algtin elemento de € distinto de Uy ;41. Por tanto las uniones U;_oUy; v UTE,; 5Uk
serfan abiertos que desconectarfan la unién de elementos de €41. Esto es absurdo ya la que unién de los
elementos de una cadena de conexos tiene que ser conexa.

Procedemos ya a la construccién del arco desde a hasta b. Para cada k, consideramos C, la unién de los
cierres de todos los elementos de €. Este conjunto es claramente compacto y conexo (cierre de un conexo
es conexo y unién de una cadena de conexos es conexa), por tanto es un continuo. De modo que por
C = ﬂ,;“;l C} también es un continuo. Si comprobamos que todo punto de C' excepto a y b es de corte,
tendremos que C' es un arco desde a hasta b por [f.11] y [£.16] y habremos acabado.

Sea x € C — {a,b}. Por la propiedad (2), estd claro que x estd en algin elemento de € para cada k.
De hecho estard en 1 o en 2 elementos de cada €, por ser € cadenas simples. Llamamos ng 1 y ng,2, con
ng1 < ng2, a los indices (consecutivos o iguales) tales que z estd en Uknga ¥ Uk, o Como z no es a ni b,
estd claro que para k suficientemente grande tendremos que ny 1 > 0y ng 2 < ni. Definimos para cada k la
siguiente particién de Cl:

Ly = Uk,’ﬂk,l U Uk,’ﬂk,z'
A, = (U?:k"olilUk’i) — L.
B = (U, ,1Uki) = L

Es decir, L serd el cierre la union de los elementos de €, que contienen a x, A serd la ‘parte de la cadena
¢, anterior a Ly’ y By serd la ‘parte de la cadena € posterior a Li’. Ademds, Ay v By son abiertos disjuntos
por ser € cadena simple, y el didmetro de Ly tiende a 0 cuando k tiende a co. También se cumple por (2)
que Lgy1 C Ly para todo k. Veamos que z es un punto de corte de C' dando una separacién de C — {z} en
los dos abiertos:

A:GAkﬂC y B:GBkﬂO,
k=1 k=1

Es facil ver que AUB = C — {z}, ya que como diam(Ly) — 0, cualquier punto de C excepto x tendrd que
estar en Ay o By para k suficientemente grande. Tenemos que ver también que A y B son disjuntos. Si no lo
fueran, habria k y [ con Ay NB;NC # &. Como Ay y By son disjuntos, k # . Supongamos que k < [ (el otro
caso es simétrico). Nos vale ver que si un punto y de C estd en Ay, entonces estd en Api1, ya que entonces
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por induccién estard en A; y por tanto no podra estar en Bj, contradiciendo Ay N BN C # @.

Supongamos entonces que tenemos un punto y € A NC. Veamos donde estd y en la cadena €1, usando
la notacién de (3). Por estar en Ay, y no estd en Uy, para ningin o > ny1. Asi que por (3), en €y,
y no estard en elementos Uji1,o con a > j,, ,—1. Por otra parte, x no puede estar en ningtin Uy g con
B < Jny.—1, ya que entonces x estarfa en algin Uy y con N < ng 1 — 1, y esto no pasa por definicién de ng, ;.
Asi que  aparecerd en elementos U115 con 8> j, 1.

Por tanto, como los indices 8 en los que aparece x son mayores que los indices « con los que aparece y en
la cadena €41, y no estard en Bjy1. Tampoco estard en Lyiq ya que Liiq1 C Ly, osea que y € Ag41, como
queriamos.

O

Corolario 5.6. Si A es un subespacio abierto conexo de un continuo de Peano X, entonces A es conexo por
arcos.

Demostracion. En la prueba anterior, si los dos puntos a y b son de A, usando que A es abierto conexo en X
(por tanto, localmente conexo) ypodemos formar la cadena €; de forma que sus elementos estan contenidos
en A. Como el arco que se forma estd contenido en la unién de elementos de €4, el arco que obtendremos en
la prueba estard en A, es decir, A es conexo por arcos. O

Teorema 5.7. Un espacio Ty es conexo por caminos si y solo $i €S cOnero por arcos.

Demostracion. Si X es conexo por arcos, es obvio que lo serd por caminos. Si X es conexo por caminos, dados
dos puntos a y b, hay f : I — X continua con f(0) = a, f(1) = b. Pero como, por lo visto al principio de la
seccién, f(I) es un continuo de Peano, f(I) serd conexo por arcos. Es decir, hay un arco que une a y b en
f(@), y por tanto en X. O

La condicién de ser T es necesaria para el teorema anterior: la recta de dos origenes, que es T; pero no
)
Ty, es conexa por caminos pero no es dificil comprobar que los dos origenes no pueden conectarse por un arco.

La estrategia que usaremos para ver que los continuos de Peano son imédgenes de I comienza viendo que
por el teorema de Hausdorff-Alexandroff hay una funcién continua sobre X desde el conjunto de Cantor,
g : C — X. Luego tendremos que extender g a una funcién continua f : I — X, es decir, hay que crear una
imagen de f para cada ‘hueco’ (a;,b;) del conjunto de Cantor. Como ahora sabemos que X es conexo por
caminos, podemos definir f en [a;, b;] como un camino desde g(a;) hasta g(b;), y de hecho esa es la idea que
usaremos. Sin embargo, como tenemos que definir las imagenes en infinitos intervalos, el lema del pegamento
no se aplica y puede pasar que la f resultante no sea continua. Para sortear esta dificultad desarrollaremos el
concepto de conexién por caminos local uniforme.

Recordemos en un momento el concepto de nimero de Lebesgue de un recubrimiento: Dado un espacio
métrico compacto X y un recubrimiento suyo U, la funcién

f+ X —= R;
x +— sup{r > 0;B(z,r) CU para algin U € U}

es positiva y continua (tiene constante de Lipschitz 1), por tanto alcanza un minimo 6 > 0. A este ¢ le
llamamos nimero de Lebesgue del recubrimiento, y por su definicién cualquier subconjunto de X de didmetro
< 0 estard contenido en algin elemento de U.

Lema 5.8. Un espacio métrico localmente conexo compacto es uniformemente localmente conexo, es decir,
para cada € > 0 hay § > 0 tal que si d(z,y) < 3, © ey estdn en un subespacio conexo de X de didmetro < e.
Ademds, el subespacio se puede coger abierto.

Demostracion. Si partimos de un recubrimiento U de X por abiertos conexos de didmetro < ¢, el nimero de
Lebesgue § de este recubrimiento cumple el enunciado, ya que si d(z,y) < §, {z,y} estard contenido en algin
elemento de U. O
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Teorema 5.9. Un continuo de Peano X es uniformemente localmente conexo por arcos, es decir, para cada
e >0 hay 0 tal que si d(x,y) < 6, entonces hay un arco que une x ey de didmetro < €.

Demostracion. Por el lema anterior, dado £ > 0 habrd ¢ tal que si d(x,y) < §, x,y estdn en un subespacio
abierto conexo U de didmetro < . Al ser U abierto conexo en X, por habra un arco entre x e y en U, que
por tanto tendra didmetro < . O

Teorema 5.10 (Hahn-Mazurkiewicz). Un espacio To X es una imagen continua de I si y solo si es un
continuo de Peano.

Demostracion. La implicacién directa ya la probamos al principio de la seccién.

Sea X un continuo de Peano. Entonces por el Teorema de Hausdorff-Alexandroff hay una funcién
g : C — X sobreyectiva continua. Recordemos que el conjunto de Cantor se obtiene de quitar numerables
intervalos a I. Llamaremos a estos intervalos I,,: I = (%, %) , Iy = (%, %) , I3 = (%, g) Ay = (%, %) e

Vamos a definir nuestra funcién f : I — X continua, que serd una extensién de g (y por tanto, sobreyec-
tiva). Tenemos que definir f en I, = (pn, gn) para todo n, y la definiremos como un arco entre g(p,) v 9(gn)-
Para que f sea continua, tendremos que asegurarnos de que si el intervalo (py, g,) es suficientemente pequeno,
el arco desde g(p,) a g(gy,) tendra un didmetro tan pequeio como queramos. Podremos conseguir esto gracias
al lema y a la continuidad uniforme de g, como vemos en el siguiente péarrafo.

Para cada ¢ > 0, hay 6 > 0 tal que si d(p,q) < d, entonces por el lema cualesquiera 2 puntos de X
a distancia < ¢ estdn unidos por un arco de diametro < . Ergo, como g es uniformemente continua, habra
v > 0 tal que si dos puntos del conjunto de Cantor, x,y estan a distancia < -y, entonces hay un arco entre
g(x) y g(y) de didmetro < e.

Usando esto, definimos f en I, como un arco entre g(p,) y ¢(g,), de forma que para cada ¢ > 0 hay
0 > 0 de forma que si g, — p, < d, entonces el arco f([pn, ¢n]) tiene didmetro < e. Es decir, intuitivamente,
cuando d(pn, gn) tiende a 0, el didmetro del arco f([pn,q¢n]) tiende a 0. Estd claro que f es continua en los
puntos interiores de los intervalos I,,, asi que veamos que es continua en los puntos que quedan, que son los de C.

Dado z € C — {1}, veamos que f es continua por la derecha en = (el caso izquierdo es simétrico).
Si x = p, para algin n, es obvio que f es continua por la derecha en x, ya que es continua en [p,, ¢,].
Sino, sea € > 0. Solo hay finitos intervalos (py, g») tales que f([pn,¢n]) tiene didmetro > 5. Cogemos § > 0 tal
que (x, z+6) C I no interseca ninguno de esos intervalos y de forma quesiy € Cy [v—y| < 6, d(g(x), g(y)) < 5.
Ahora, dado y € (z,x +0), si y € C tenemos que d(g(z),g(y)) < 5, y si no, y estd en (pn,qn), con x < p,, < y.
Ast que d(g(z),g(y)) < d(g(x),9(pn)) + d(g(pn), 9(y)) < 5+ 5 =¢. Ergo f((z,2+6)) € B(g(x),e). O

5.2 Imagenes continuas de R. Continuos generalizados de Peano

Ahora que hemos caracterizado las imédgenes continuas Ty de I, podriamos pensar en caracterizar las de R.
Las imagenes continuas de R son conexas por caminos y separables, y ahi se acaban nuestras buenas noticias.

Una imagen T de R no tiene por qué ser metrizable: para ello basta pensar
en el cociente de R que obtenemos al identificar todos los puntos de Z. En este
cociente, el punto correspondiente a Z no tiene una base numerable de entornos, por
tanto el espacio no es metrizable. La imagen tampoco tiene por qué ser localmente
conexa ni localmente compacta, como indica la versién del circulo de Varsovia de la
figura, formada por la grafica de f(z) = sen (%) en (0 l) y 4 segmentos cerrados.

'

Por otra parte, como [0, 1] es una imagen continua de R, todos los continuos de Peano serdn imégenes de
R. Como las imdgenes de R no tienen por qué ser compactas, podemos obtener una clase algo mas amplia que
los espacios de Peano cambiando compacidad por compacidad local:

Definicién 5.11. Decimos que un espacio X es un continuo generalizado de Peano si es metrizable, conexo,
localmente conexo y localmente compacto.
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El principal resultado de esta seccién serd que todos los continuos generalizados de Peano son imagenes
continuas de R. El concepto de continuos generalizados de Peano lo encontré en [ACQ98|. Segiin dice ese
articulo, Mazurkiewicz demostré este resultado en [Ma20], aunque la siguiente demostracién es original. Serd
analoga a la prueba de la seccién anterior de que los continuos de Peano son imagenes continuas de 1.

Para que un espacio generalizado de Peano sea imagen continua de R es necesario que sea conexos por
caminos, lo cual probamos en el siguiente lema:

Lema 5.12. Si X es un continuo generalizado de Peano y U wun abierto conexo de X con U compacto.
Entonces U es conexo por arcos.

Demostracion. Como U es localmente conexo por serlo X, tendrd un recubrimiento por abiertos conexos de
diametro < 1 cuyos cierres estan contenidos en U. Por tanto, el lema nos dice que dados dos puntos a y b
de U, habra una cadena simple €; desde a hasta b de abiertos conexos en U de diametro < 1.

A partir de aqui podemos continuar el argumento igual que en la demostracién de[5.5] para obtener un arco
desde a hasta b en U. La tnica diferencia es que como ahora X no tiene por qué ser compacto, hemos tenido
que considerar un abierto U de cierre compacto para que los conjuntos C} sean compactos. O

Corolario 5.13. Cualquier continuo generalizado de Peano X es localmente conexo por caminos, y por tanto
conezxo por caminos (o arcos).

Demostracion. Cualquier z € X tiene una base de entornos conexos con cierre compacto. O

Una condicién que tendra que cumplir cualquier imagen continua de la recta real es ser o-compacto, es
decir, ser una unién numerable de subespacios compactos. Esto pasa porque si f : R — X es sobreyectiva,
{f([-n,n])}nen es una familia numerable de compactos que recubre X. Que los continuos generalizados de
Peano son o-compactos es una consecuencia del siguiente resultado (un lema en la pagina 460 de [Sp99)):

Lema 5.14. Si X es un espacio métrico conexo y localmente compacto, entonces X es o-compacto.

Demostracion. Como X es métrico, serd paracompacto por [0.2

Por tanto tenemos un recubrimiento localmente finito de abiertos de cierre compacto, U. Sea Uy € U.
Entonces Uy, por ser compacto, solo puede intersecar finitos elementos de U, que llamaremos Uy, ..., U,,. De
forma similar, Uy U --- U U; solo interseca finitos elementos de U, que llamamos Uy, 41, ...,U,,. Podemos
repetir este proceso infinitas veces, obteniendo una sucesiéon (Up,),en, donde el cierre de cada elemento estd
contenido en la unién de finitos otros elementos. Por tanto podemos considerar la unién:

U=JU.=JUn

neN neN

U es claramente abierto, y es cerrado por ser {m}n en localmente finito. Por tanto tenemos U = X, y por
definicién de U, X es unién numerable de compactos. [

Corolario 5.15. Los continuos generalizados de Peano son o-compactos (y por tanto, separables). O

Ahora procedemos a dar una demostraciéon de que los continuos generalizados de Peano son imagenes
continuas de R, similar en espiritu a la demostraciéon de que todo continuo de Peano es imagen continua de
[0,1]. Primero recubriremos nuestro espacio con las imdgenes de numerables copias del conjunto de Cantor,
que pueden introducirse en la recta real sin problema. Después buscaremos una forma de extender la funcién
a toda la recta real de forma continua.

Aqui encontramos un problema, y es que a diferencia de los con-
tinuos de Peano, los continuos generalizados de Peano no tienen
por qué ser uniformemente localmente conexos por caminos ,
como demuestra la grafica de la funcién cos(z?) de la figura, que es
un continuo generalizado de Peano pero no cumple esa propiedad.
Afortunadamente podemos encontrar una propiedad més débil
que sigue permitiéndonos extender la funcién:
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Lema 5.16. Si X es un continuo generalizado de Peano y C' es un subespacio compacto de X, C es uni-
formemente localmente conexo por arcos respecto a X, es decir, para cada € > 0 hay d tal que si x,y € C' y
d(x,y) < 6, entonces hay un arco en X que une x ey de didmetro < €.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como cada punto de X tiene una base de entornos conexos de cierre compacto,
por habra un recubrimiento de X por abiertos conexos por arcos de didmetro < e, B. Llamando Bo =
{BNC; B € B}, B¢ es un recubrimiento abierto de C'. Por tanto su ntimero de Lebesgue § cumple el enunciado,
ya que si z,y € C cumplen d(z,y) < J, entonces x e y estdn en un mismo elemento de B, y hay un arco en X
entre x e y de diametro < ¢. O

Pasamos ya a enunciar el teorema final, cuya demostraciéon serd muy parecida a la de [5.10

Teorema 5.17. Sea X un continuo generalizado de Peano. Entonces hay una funcion continua sobreyectiva
fR—=>X.

Demostracion. Sea C el conjunto de Cantor, sea C+ 2 = {x+y;y € C}, consideramos el siguiente subconjunto
de R formado por infinitos conjuntos de Cantor con huecos entre ellos:

D=|JC+2n
neEZ
Entonces podemos encontrar una funcién continua sobreyectiva g : D — X. En efecto, el lema [5.14] nos
dice que X es una unién numerable de compactos {Cy, }nez, y por el Teorema de Hausdorff-Alexandroff |1.12
hay una funcién g, : C + n — C,, continua sobreyectiva, y definimos nuestra g de modo que g|c4n = gn.

Vamos a definir nuestra funcién f : R — X continua, que serd una extensién de g (y por tanto, sobreyec-
tiva). De nuevo, solo tenemos que definir f en una sucesién de intervalos I,, = (pn, gn), que son los huecos de
D en la recta real. En el intervalo I,, definiremos f como un arco desde g(p,) hasta g(g,). Para que f sea
continua, igual que en la prueba de habrd que imponer una condicién sobre los didmetros de f(I,,):

Dados dos puntos a,b € X, definimos ¢(a, b) como el infimo de los didmetros de los arcos de a a b. Entonces
definimos f en I,, como un arco desde g(p,,) hasta g(g,) con didmetro < 2¢(p,, ¢,). La continuidad de f es ob-
via en los puntos interiores de los intervalos I,,, osea que queda comprobar que f es continua en los puntos de D.

Figura 5.2: El didmetro de f(I,) es < §, ergo f(I,) € B(f(x),0+ 5) € B(f(z),¢).

Dado x € D, veamos que f es continua por la derecha en z (la continuidad por la izquierda es simétrica).
Si x es el inicio de un intervalo I,,, = p,, el resultado es obvio ya que f es continua en [p,,¢g,]. En el caso
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contrario, habrd infinitos intervalos I,, que se aproximan a x por la derecha. Este caso llevard algo mas de
trabajo, la figura [5.2]lo explica geométricamente.

Sea e > 0 de forma que B(f(z),e) es compacto. Entonces, por el lema [5.16) habrda § > 0 tal que si
a,b € B(f(x),e) y d(a,b) < 20, entonces hay arcos desde a a b de longitud < . En concreto, si tenemos
extremos (pn, ¢n) tales que f(pn) y f(qn) estdn en B(f(x),0), entonces el didmetro de f(I,) serd < 5. Obvia-
mente podemos suponer § < 5. Ademaés, por continuidad de g, podemos coger v de forma que si un intervalo
I,, interseca (x,x 4 7y), entonces las imégenes de sus extremos, f(p,) v f(qn), estdn en B(f(z),d). Habremos

acabado si vemos que cualquier y € (z,z + ) cumple d(f(z), f(y)) < e.
e Si y € D entonces como d(z,y) < vy, por continuidad de g tenemos que d(f(z), f(y)) < d <e.

e Si no, y estd en un intervalo I, = (pn,qn), con f(pn) v f(gn) en B(f(x),d). Por tanto, f(I,) tiene
didmetro < 5, ergo d(f(), f(y)) < d(f(), f(pn)) +d(f(pn), f(y)) <6+ 5 <e. 0

5.3 Una caracterizacion de R

Esta seccién también es original. Usando los resultados de la seccién anterior, podemos demostrar una carac-
terizacion de R. Para ello usamos un nuevo concepto:

Definicién 5.18. Decimos que x es un punto de corte fuerte de X si X — {z} tiene 2 componentes conexas.

En R, todos los puntos son puntos de corte son fuertes. De hecho, el teorema principal de esta seccién dice
que esto caracteriza a R entre los continuos de Peano generalizados:

Teorema 5.19. Si X es un continuo de Peano generalizado y todos sus puntos son puntos de corte fuertes,
entonces X es homeomorfo a R.

Esto serd consecuencia de los lemas que desarrollamos a continuacién, que tienen un caracter bastante
geométrico. El siguiente lema tiene el propdsito de descartar que nuestros espacios puedan tener subespacios
homeomorfos a circunferencias.

Lema 5.20. Si X es conexo, todo punto de X es un punto de corte fuerte y X contiene un subespacio A no
numerable conexo sin puntos de corte, entonces X no es separable.

Demostracion. Para cada punto a de A, X — {a} tiene dos componentes conexas. Una de ellas, que llamamos
B,, contiene a A—{a} por ser A—{a} conexo. Llamamos a la otra C,. Veamos que si a, b son puntos distintos
de A, entonces C, y Cp son disjuntos. Esto pasa porque si compartieran un punto ¢, entonces C, U Cj, seria
conexo. Por tanto C, U Cp, U {b} seria conexo, ya que b estd en la frontera de C,. Esto es imposible, ya que
C, UCyU{b} es un subconjunto de X — {a} que contiene puntos de B, y de C,,.

Por tanto {C,},ca es un conjunto no numerable de abiertos disjuntos, ergo X no es separable. O

Lema 5.21. Si X es conexo métrico separable y todo punto de X es un punto de corte fuerte, no puede haber
dos arcos distintos entre dos puntos. Es decir, dados a,b € X y dos arcos f,g :[0,1] — X desde a hasta b,
entonces f([0,1]) = g([0,1]).

Demostracion. Supongamos si no que hay cierto ¢ con f(c) € g([0,1]). Sea ahora el intervalo maximal (a, b)
entorno a ¢ tal que f((a,b)) no interseca g([0,1]). Entonces f(a) y f(b) son distintos por ser f inyectiva, y
estan en g([0,1]), asf que hay a’ y 0" con f(a) = g(a’) y f(b) = g(t'). Entonces fliap) ¥ 9l ) (0 glipr,ar)s
si a’ > b') son dos arcos desde f(a) hasta f(b) que solo se encuentran en sus extremos. Por tanto, la unién
f([a,b)Ug([a’,b]) (0 g([b,a’])) es homeomorfa a una circunferencia, es decir, un subespacio de X no numerable
conexo sin puntos de corte. Como esto contradice el lema anterior, hemos acabado. O

Dados tres puntos aj, ag, ag en un espacio X y dos arcos f1.2, fo.3 : [0,1] = X desde a1 hasta as y desde a
hasta as respectivamente, podemos obtener un arco desde a; hasta as contenido en la unién de los anteriores.
Esto es obvio si a; estd en la imagen de fo3 0 a3 estd en la imagen de f 2. Si no, sea el maximo k tal que
f1,2([0,k)) no interseca la imagen de fo3, y sea k' tal que fi2(k) = f2,3(k'). Entonces la composicién de
caminos f12[[0,x] ® f2,3/[x,1) €s un arco desde a; hasta az. Por tanto podemos dar la siguiente definicién:
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Definicién 5.22. Dados dos arcos f,g : [0,1] — X de imdgenes Iy e Iy, con f(1) = ¢g(0), lamamos Iy A I,
a la imagen de un arco desde f(0) hasta g(1), de forma que Iy A I, C Iy U I,. Para evitar ambiguedades,
podemos tomar el arco I¢ A I, construido como en el parrafo anterior.

Lema 5.23. Todo continuo generalizado de Peano cuyos puntos son todos puntos de corte fuertes es localmente
1-euclideo (es decir, todo punto suyo tiene un entorno homeomorfo a R).

Demostracion. Sea X continuo generalizado de Peano, sea ¢ € X un punto suyo cualquiera que lo separa en
dos abiertos, C, y Cy, v sean dos puntos a € C, y b € Cp. Como X es conexo por arcos, hay un arco desde a
hasta b, de imagen I,;,. Como I, es conexo, Cy, y Cp no pueden separarlo, por tanto pasa por c¢. Nos basta
ver entonces que I, — {a,b} contiene un entorno de ¢, ya que I, — {a, b} es homeomorfo a R.

Supongamos que no es asi. Entonces, por el lema hay un punto d en X — I, cercano a ¢ de forma
que hay un arco de ¢ a d, I.4, de didmetro < min(d(a,c),d(b,c)). En concreto, a,b & I. 4. Suponemos d € C,
(el caso d € Cy es simétrico). Entonces, como C, es un continuo generalizado de Peano por ser abierto conexo
en X, hay un arco I, 4 desde a hasta d en Cj.

Tenemos entonces tres arcos, I, 4, Io,c (parte del arco I, ) e I 4, uniendo dos a dos los tres puntos a, ¢, d,
y de forma que I, 4 no pasa por ¢, I, . no pasa por d e I. 4 no pasa por a. Veamos que esta situacién no puede
darse. El arco I, A I 4 es un arco desde a hasta d, por tanto por Tog=1IqcNIcq,ergo loq C I, Ul gq.
Como por ser conexo, el arco I, 4 no tiene una particiéon en dos subconjuntos cerrados no vacios, I q NIy y
I,,4N1.,q no son disjuntos, de modo que hay un punto P en I, 4N I, NI 4. Por tanto P no puede ser ¢, d ni a.
P divide a X en dos componentes conexas, X; y X2. En una de ellas hay dos puntos de a, ¢, d, pongamos por
ejemplo que a,c estan en X;. Entonces por ser X; un continuo generalizado de Peano, hay un arco desde a
hasta c en X;. Este arco no contiene a P, por tanto tiene imagen distinta de I, ., lo cual contradice O

Demostracion del Teoremal514 X seré localmente 1-euclideo, conexo, separable (por [5.15) y Ta, por tanto
por el teorema de clasificacién de 1-superficies o bien es homeomorfo a S' 0 a R. Como tiene puntos de
corte, serd homeomorfo a R. O

Hemos demostrado entonces que cualquier espacio métrico, conexo, localmente conexo y localmente com-
pacto tal que todos sus puntos son puntos de corte fuerte es homeomorfo a R. En la literatura hay caracteri-
zaciones de R mediante condiciones aparentemente bastante mds débiles, por ejemplo en [FK70] se demuestra
que todo espacio X separable, regular, conexo, localmente conexo tal que todos sus puntos son de corte fuertes
es homeomorfo a R. Sin embargo para omitir la condicién de compacidad local hay que pararse a hacer un
estudio mucho mas detallado de los puntos de corte, que no se puede incluir aqui por cuestiones de espacio.



Anexo A

Una homogeneidad mas fuerte

Los métodos que hemos usado para demostrar la homogeneidad por numerables densos de C,I y R se pueden
refinar para obtener una propiedad mas fuerte que la homogeneidad por numerables densos. Como conse-
cuencia obtendremos una propiedad de homogeneidad similar para Q (a pesar de que @ no es homogéneo por
numerables densos). El contenido de este anexo es original, que yo sepa. La propiedad que vamos a considerar
es la siguiente:

Definiciéon A.1. Decimos que un espacio X separable es w-homogéneo por numerables densos si dada una
sucesiéon A,, de numerables densos en X disjuntos dos a dos, y otra sucesion B,, de la misma forma, entonces
hay un homeomorfismo f: X — X con f(A,) = B, para todo n.

Para demostrar que C tiene esta propiedad, consideraremos el siguiente espacio homeomorfo a C:

C/:HKn,conKn:{l,...,n}

n=1
es decir, C’ es el espacio de sucesiones s = (s, )nen, con s, € {1,...,n}, con la topologia producto.
Para dar una base de C’ consideramos el conjunto I" de sucesiones finitas £ = (£1,...,&,) con 1 < & < i Vi.

Entonces una base de abiertos de C" esta formada por, para cada € T', el abierto B de todas las sucesiones
de C’' que empiezan por &.
Ahora, podemos definir para n > 1 los siguientes subconjuntos de C’:

D,, = {s € C’; (s) es eventualmente n}

Los D,, son subespacios numerables densos de C’, y desde luego son disjuntos dos a dos. El teorema que
pretendemos probar es el siguiente:

Teorema A.2. Sea (E,)nen una sucesion de subespacios numerables densos de C disjuntos dos a dos. En-
tonces hay un homeomorfismo f : C' — C con f(D,,) = E,, para todo n.

Demostracion. Sea (Ay)nen una base de conjuntos clopen de C. Para cada E, damos una enumeracién
(n.k)ken. Ahora, para cada subconjunto abierto ¥ de C, definimos ey, como el primer elemento de E,, que
pertenece a Y (segin la enumeracién de E,, que hemos dado).

De forma similar a la prueba de vamos a definir un conjunto I para cada { € I'. La intencién serd
construir la funcién f del enunciado, de forma que f(B¢) = I¢ para todo £. Los I¢ cumplirdn estas propiedades:

(1) Para todo £ € T, I¢ es un subconjunto clopen no vacio de C (por tanto es homeomorfo a C).

2) Si £ tiene longitud n, entonces los Ign;) con i =1,...,n 4+ 1 forman una particién de I;. Ademds, para
g ) EN(3) ) ) p £ y P
i entre 1y n, I¢,(;) contiene el punto e, ;.

(3) Si € tiene longitud n, It o bien estd contenido en A, o es disjunto con A,,.

44
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Definiremos los I¢ recursivamente, en el caso base definimos [(;) = C. Ahora, supongamos que hemos
definido /¢ clopen no vacio para cierta £ de longitud n, con n > 1, y vamos a definir I¢x;) parai =1,...,n+1.

Para i entre 1 y n definimos I¢(;) como un entorno clopen de ey, ; contenido en I¢, de forma que los ¢ (i
desde 1 a n son disjuntos 2 a 2, cada uno de ellos esta contenido en A, o es disjunto con A,, y no recubren
IeN A, ni I\ A,. Ahora, si e, 1 estd en Ay, cambiamos I¢a(1) a (IeNA,) \Uf_oIep(i) (sigue siendo un entorno
de er, 1), y definimos I¢p(n41y como Ie \ U Ien(s)- Si, por el contrario, er, 1 no estd en A, cambiamos I¢ (1)
a (Ie \ An) \ Ui_oIen(i), v definimos ¢ p 41y como T \ Ui  Ieaiy-

Entonces, por cémo los hemos construido estd claro que los I¢ cumplen las propiedades (1), (2) y (3).
Ademas, se cumplirdn estas otras propiedades:

(4) Para todo n, {I¢; & € T' de longitud n} es una particién de C en n! conjuntos clopen.

(5) Para cada (a,) € C', I,), es una sucesién decreciente de cerrados tal que (), oy Lo, tiene 1 punto.

[n

En efecto (4) es directo por induccién y por (2), mientras que dada (a,) € C’, por construccién I, , estd
contenido en I, para todo n, asf que los I, forman una sucesién decreciente. Su intersecciéon es no vacia
porque es una cadena de cerrados en C (que es compacto) con la propiedad de la interseccién finita. Ahora
supongamos que x # y estan ambos en [,y Iq|,- Pero habrd algin N tal que x € An,y & An. Asi que ,y
no pueden estar ambos en I, por (3), absurdo.

Entonces, ya podemos definir nuestra f:

f: ¢ = ¢
(an) +— , donde {y} =N, Loy,

f estd bien definida por (5). Vamos a probar el enunciado por partes:
a) f(Bg) C I¢ para todo £. Es obvio por la definicién de f.

b) f es inyectiva y continua. Si a = (a,) y b = (b,) son dos sucesiones distintas de C’' y el primer término
en el que difieren es ay # by, entonces I, e Iy, son disjuntos por (4), asi que f(a) # f(b). Para
ver que f es continua, sea a = (a,) € C' y sea Ay un entorno de f(a) de la base de C. Entonces por
a), f(a) € f(By),) C I, por tanto como f(a) € Ay N1y, , por (3) tenemos que I,), C Ay. Asi que el
entorno B,|, de a cumple que f(B,,) C Ag.

¢) f es un homeomorfismo. Como C’ es compacto y C es Ty, basta ver que f es sobre. Dado x € C, podemos
construir por recursién una sucesioén (a,) tal que x € I, para todo n. Osea que x = f((an)), v f es
sobre.

[n

d) f(D,) = E, para todo n. Vamos a comprobar esto para un n fijo. Veamos f(D,) 2 E,. Dado z € E,,,
sea a = (a;) la sucesién tal que = = f(a) = (;2; I;,. Como la interseccién de los I ), es un solo
punto, habra N > n + 1 tal que I, no contiene puntos de E, anteriores a x en la enumeracién de
FE,. Es decir, z = €l m Por tanto usando (2) tenemos que & € I4), A(n), POT lo que como también
x € Ig)y,,, tenemos que ayy1 = n. Ademds, x es el primer punto de E,, en I, . Asi continuamos
con un argumento inductivo viendo que a; =n y = € I, para todo i > N, de forma que a; es n a partir
de cierto 7, asi que a € D,,.

Ahora veamos f(D,,) C E,. Dada a = (a;) € D,,, hay N > n+1 tal que a; = n para i > N . Entonces,
llamo =z = €l m € E,, y nos basta ver que x = f(a). Esto pasa ya que, como z = €, vn Y AN4+1 =T,

tendremos por (2) que = € I,,,,, y también se cumple que = = e .n, ¥y por induccién vemos que

alny1

r € I,), para todo i > N asi que x = f(a).
O
Corolario A.3. C es w-homogéneo por numerables densos. O

Corolario A.4. T es w-homogéneo por numerables densos.
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Demostracion. Por I es homeomorfo al complementario de cualquier subconjunto numerable denso de C
(va que dicho complementario serd completamente metrizable por ser Gs en C y no localmente compacto en
ningun punto por . Llamo I a un subconjunto de C tal que C \ I es numerable denso en C, y sean dos
sucesiones (A, )n>2 ¥ (Bpn)n>2 de numerables densos disjuntos dos a dos en I. Entonces podemos considerar
(An) v (Bpn) como sucesiones de numerables densos en C, y poniendo A; = B; = C\ I y usando la w-
homogeneidad por numerables densos de C, tenemos que I es w-homogéneo por numerables densos. O

Corolario A.5. Si Ay, B,, son sucesiones de numerables densos disjuntos en Q con|J,cny An = Q = U,,cn Bn,
entonces hay un homeomorfismo f: Q — Q con f(A,) = By.

Demostracion. De forma similar al corolario anterior, consideramos Q como subconjunto numerable denso de
C y aplicamos la w-homogeneidad por numerables densos de C. O

A continuaciéon comprobamos que R también tiene esta propiedad de w-homogeneidad por numerables
densos. El camino para demostrarla va a ser el mismo que con la homogeneidad por numerables densos de
R, o sea que para empezar demostramos un lema sobre orden. Dado un conjunto ordenado X diremos que
un subconjunto Y es denso en X si lo es con la topologia del orden. En concreto, si X tiene un orden denso
sin maximos ni minimos e Y es denso en X, entonces hay elementos de Y en (a,b), (a,00) e (00, b) para cada
a,be X con b > a.

Lema A.6. Sean A, B conjuntos ordenados que son orden-isomorfos a Q, y sean A, y B, sucesiones de
subconjuntos densos disjuntos dos a dos en A y B respectivamente, tales que | J;—; A, = A, U,~, B, = B.
Entonces hay un isomorfismo de orden f : A — B con f(A,) = B, para todo n.

Demostracion. Construimos el isomorfismo recursivamente, de forma casi igual a [£.3] Antes un poco de
notacién: sea (ay)nen una enumeracién de A y sea (b, )nen una enumeracién de B. Ademds, llamo e(a,,) al
dnico natural k tal que a,, € Ay, y llamo e(b,,) al tinico natural k tal que b,, € By. Por tanto lo que nos pide
el enunciado es un isomorfismo de orden f: A — B tal que e(f(a,)) = e(a,) para todo n.

Vamos a construir f recursivamente. Comenzamos definiendo f(a;) como by, donde k es el menor natural
tal que e(by) = e(a1). Y, si f(a1) # b1, definimos f~1(b;) como ay, donde k es el menor natural > 1 tal que
e(ag) = e(by).

Ahora supongamos que ya hemos definido f(a1),..., f(an_1), f~1(b1),..., f 1 (bp_1) de forma que f es
creciente e inyectiva en su dominio, y e(f(an)) = e(an) para todo a, en su dominio. Vamos a definir f(a,) y
f~1(b,). Si a, no estaba ya en el dominio de f, definimos f(a,) como by, donde k es el menor fndice tal que:

e Todavfa no hemos definido f~*(by).
e Se cumple que e(bg) = e(ay).
e Al definir f(a,) = bk, f sigue siendo creciente.

Tal k existird porque Bc(,,) es denso en B, asi que podemos encontrar elementos de Bc(,,) en cualquier
intervalo de B. Ahora, de forma similar podemos definir f=*(b,) (si b, no estaba ya en la imagen) de forma
que f siga siendo creciente e inyectiva y e(f~!(b,)) = e(b,) (esta vez usamos que A, ) es denso en A).
Tras definir f(a,) y f~'(b,) para cada n mediante este proceso, obtenemos una f inyectiva, creciente y
con e(f(a,)) = e(a,) para todo n, y ademés f es sobre porque hemos definido f~!(b,) para todo n. Por tanto
ya tenemos el isomorfismo de orden buscado. O

Teorema A.7. La recta real R es w-homogénea por numerables densos.

Demostracion. Sean A,,, B, sucesiones de numerables densos disjuntos dos a dos en R. Consideramos A =
U, A, y B=1J,—, B,. Entonces, Ay B son también subconjuntos numerables densos de R, de modo
que por son orden-isomorfos a Q. Por el lema anterior, tenemos un isomorfismo de orden g : A — B
con g(A,) = B, para todo n. Ademds, en la demostracién de probamos que todo isomorfismo de orden
entre dos subconjuntos numerables densos de R se puede extender a un homeomorfismo de R en R. Asi que,

llamando f a esa extensién de g, ya tenemos un homeomorfismo f : R — R con f(A4,,) = B,, para todon. O



Anexo B

2l subespacios distintos de QQ

Este apéndice se puede ver como una continuacién a la seccién[3.2] En dicha seccién describimos no numerables
subespacios de Q que no son homeomorfos dos a dos. Una pregunta natural es si habra de hecho tantos
subespacios de Q distintos bajo homeomorfismo como subconjuntos de Q, es decir, 2%°. Si das por cierta la
hipétesis del continuo ya hemos respondido a la pregunta, pero atn si no la das por cierta, no es dificil responder
a esta pregunta de forma afirmativa. Para comprobarlo, recordamos estas definiciones de subconjuntos de Q,
para n natural (los primeros casos estdn representados en la figura de la seccién .

My = {0}
M1 {0y ulU, {5 + 2}

y anadimos una nueva clase muy similar de conjuntos. Para n > 2:

Nn:Mn\{%;ieN}

Proposicion B.1. 0 es un punto n — 1-aislado de N,,.

Demostracion. My, con n > 2, estd compuesto por el 0 y numerables copias de M,,_1 que son clopen en M,.
Ademsds, el 0 es un punto n-aislado en M, por tanto los puntos de forma 2% son los puntos n — 1-aislados
en M, (ya que corresponden a los ceros de las copias de M,,_1 en M,,). Por tanto N,, se obtiene quitando a
M,, sus puntos n — l-aislados. N,, tiene el 0 y copias de M,,_; — {0} que son clopen en M,,. Como a su vez
M,,—1 — {0} estd compuesto por copias clopen de M,,_5, N,, se puede particionar en 0 y numerables copias de
M,,_o clopen en N,.

Por tanto en N,, — {0}, los puntos n — 2-aislados son los ceros de las copias de M,,_5. Su tnico punto de
acumulacion en N, es 0, por tanto en N,, 0 es un punto n — 1-aislado. O

Proposicion B.2. Para n > 2, M,, es compacto, y todo punto de N, tiene entornos compactos salvo 0.

Demostracion. Ya vimos en la seccion que M, es compacto. Sin embargo, N, no lo es, ya que N, no
contiene los puntos 2% pero contiene sucesiones que convergen a ellos en R. En concreto, 0 no tiene ningun
entorno compacto en IV,,, aunque el resto de puntos de IV,, si tienen entornos compactos, ya que estdn contenidos

en una copia de M,,_5 que es clopen en N,,. O

De modo que ya podemos construir nuestros 2% subconjuntos distintos bajo homeomorfismo: basta con-
struir un conjunto O, para cada sucesién de ceros y unos s = (s, )nen € 2V. La construccién es sencillamente

Os = U n+ Nn+1a
n>2;s,=1

y por lo que hemos visto de N,,, O cumplird que tendra un punto n-aislado sin entornos compactos si y solo
si s, = 1, por tanto O, no serd homeomorfo a O, si s # r.

Para encontrar estos espacios hemos creado para cada n dos tipos de puntos n-aislados distintos. En [Gi05]
hay un estudio sobre los espacios numerables métricos y su teoria de tipos de sus puntos de acumulacion.
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