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1 Logica proposicional

1.1. Introduccién

Antes de comenzar con definiciones rigurosas, conviene dar una breve expli-
caciéon sobre la motivacion de la logica proposicional, a la que dedicaremos este
capitulo. Un aspecto comin de los lenguajes naturales (como el espafiol o el
chino) es la ambigiiedad de ciertas expresiones, lo cual dificulta las intenciones
usuales de la ciencia, a saber, la precision en la comunicacién y la distincion
clara de aquello que se comunica. De aqui nace una necesidad evidente, que es
cubierta por los lenguajes artificiales y, entre ellos, la logica formal.

Debemos aclarar entonces cuél es nuestro objeto de estudio. Fijémonos en
lo siguiente: existen ciertos elementos del lenguaje que no cambian si los tra-
ducimos a otro idioma, por ejemplo. Nos referimos a lo que se denomina como
conectivas ldgicas, es decir, ‘no’ (negacion), ‘o’ (disyuncion), ‘y’ (conjuncion),
‘si... entonces’ (implicacion material) y ‘si y solo si’ (equivalencia). Obviamen-
te, podemos usar miltiples expresiones distintas para referirnos a cada una de
ellas, pero su funcién en el lenguaje natural no cambia. Por esto mismo podemos
formalizarlas y estudiarlas desde el punto de vista matematico.

Ahora bien, a fin de sistematizar nuestro lenguaje, introducimos una serie de
simbolos que se referiran a las entidades correspondientes del lenguaje natural.
Conviene puntualizar de nuevo que estas traducciones, es decir, estas ‘asigna-
ciones de significados’ no son tnicas. Esto lo veremos mas adelante. Entonces
tenemos: — (negacion), V (disyuncion), A (conjunciéon), — (implicacién mate-
rial) y > (equivalencia).

Los otros elementos bésicos que constituiran nuestro lenguaje formal son
las proposiciones. Con el fin de no entrar en cuestiones seménticas que exceden
nuestro estudio, establecemos la siguiente:

Definicién 1.1. Una proposicién es un enunciado que puede ser verdadero o
falso.

Como con las conectivas, introducimos una serie de simbolos de proposicion
para referirnos formalmente a las proposiciones. Denotamos por SP al conjunto



de todos estos simbolos.

Asi, el enunciado ‘Todos los solteros son hombres no casados’ es una pro-
posicion, mientras que ‘;Va a llover manana?’ no lo es. Por otro lado, ‘César
conquistd las Galias y combatié contra Vercingétorix’ admite una descompo-
sicién como conjuncion de dos proposiciones. Evidentemente, esta reducciéon a
proposiciones mas simples tiene que parar eventualmente; asi llegamos a lo que
denominamos proposiciones atomicas. Esto nos permitird, una vez determinada
la verdad o falsedad de estas proposiciones atomicas, hallar la de todas las pro-
posiciones que se compongan de ellas mediante la aplicacién de las conectivas
logicas (antiguamente llamadas proposiciones moleculares).

Las proposiciones atoémicas se representan entonces por los elementos de SP.
Anadimos, por motivos que seran aclarados mas adelante, dos elementos T y
L, que se refieren a la proposicion idénticamente verdadera y a la proposicion
idénticamente falsa, respectivamentt—ﬂ Es decir,

Definicién 1.2. Definimos el conjunto de las proposiciones atémicas como:
AT :=SPU{T, 1}

Definiciéon 1.3. (Alfabeto) Dado un conjunto de simbolos de proposiciones
SP, se denomina alfabeto a:

ASP =SPU {_‘7/\,\/7‘%(_}7 (7)a TvJ-}a

obtenido anadiendo a SP los simbolos T y L, las conectivas logicas =, A, V, —
, 4>, v los paréntesis, (,).

Definiciéon 1.4. (Cierre de Kleene) Dado un conjunto de simbolos A, defini-
mos el cierre de Kleene de A, A*, como el conjunto de las concatenaciones de
elementos de A junto con ¢, el espacio vacio o en blanco.

Ejemplo 1.5. Dado A = {a, b}, le corresponde
A* = {e,a,b,ab, ba, aad, baa, aba, ...}

Ejemplo 1.6. A% p sera el conjunto de todas las concatenaciones de elementos
de Agp, junto con e.

Una vez que disponemos de los elementos bésicos de la sintaxis del lenguaje y
sus sucesivas combinaciones, nos interesa definir las expresiones que estan ‘bien
formadas’, es decir, queremos excluir de nuestro lenguaje concatenaciones de
simbolos como *)) <> ¢’.

Definicién 1.7. (Proposiciones posibles) Se define el conjunto de proposiciones
posibles, PROPsp, como la interseccion de todos los subconjuntos de ALp que
verifican:

1En realidad, como veremos, al igual que =, A,V, — y > son conectivas binarias, T y L
pueden considerarse conectivas 0-arias.



1. SP C PROPsp.
2. Si ¢ € PROPsp, entonces (—¢) € PROPgsp.
3. Si¢gy,09 € PROPsp y O € {A,V,—, <}, entonces (¢10 ¢2) € PROPsp.

Es facil comprobar que PRO Psp también cumple estas tres propiedades, por
tanto decimos que es el minimo subconjunto que las verifica. También podemos
obtener PROPsp de forma constructiva:

Proposicion 1.8. Se define Py := AT y para cada n € N:
P, = PnflU{(—‘(ﬁ) tQ € Pnfl}U{((le ¢2) P, 02 € Py, 00 € {/\7\/,—>7 (—)}}
Entonces P :=J,2, P, coincide con PROPsp.

Demostracion. Comenzamos comprobando P C PROPgsp. Para ello, compro-
bamos por induccion que P, C PROPgp para todo n € N.

Esta claro que Py € PROPsp, ya que PROPsp cumple la propiedad 1. Aho-
ra, suponiendo que P, € PROPgp, por las propiedades 2 y 3, {(—¢) : ¢ €
P} U{(10 ¢2) : b1,¢2 € Pr—1,0 € {A,V,—,<>}} también estaran conte-
nidos en PROPsp. Por tanto, P,11 C PROPgsp, y hemos acabado la induccion.

Veamos ahora que PROPsp C P. Para ello nos basta comprobar que P cumple
las tres propiedades de la definicion La propiedad 1 es directa, pasamos a
comprobar las propiedades 2 y 3.

Dado ¢ € P, existe n € NU {0} tal que ¢ € P, luego (—¢) € P,41 por lo
que (—p) € P.

Sean ¢1,p2 € Py sea 0 € {A,V,—,}. Tomamos n € N tal que 1,93 € P,
(para cada uno existe al menos un natural: basta tomar el mayor). Luego
(610 ¢2) € P11 y por lo tanto también pertenece a P.

O

A partir de ahora, usaremos para mayor brevedad el simbolo [J como inter-
cambiable por A,V,— 0 <> a no ser que se indique lo contrario.

Basicamente, el resultado anterior nos dice que podemos construir cualquier
proposicién partiendo de proposiciones atémicas y creando proposiciones més
complicadas a partir de ellas usando las conectivas. Esta forma de verlo da lugar
al siguiente concepto:

Definicién 1.9. (Secuencia de formacion) Definimos una secuencia de forma-
cidn para cierto ¢ € A%p como una sucesion finita (p1,...,¢,) de elementos
de A%p tal que ¢, = ¢ y para cada i < n, se da alguna de estas tres opciones:



;€ AT.
» ¢; = (—yp;), para cierto j < i.
v ¢; = (¢;0¢r), para ciertos j, k < 1.

No es dificil comprobar que toda proposicion puede construirse mediante una
secuencia de formacion, y reciprocamente si ¢ tiene una secuencia de formacion,
entonces ¢ € PROPgsp.

1.2. Induccién estructural y recursiéon

Anélogamente al método de induccion en los naturales, el método de in-
duccién estructural nos servira para demostrar que todas las formulas cumplen
una propiedaaﬂ en dos pasos: demostrar que todas las proposiciones atémicas
cumplen dicha propiedad, y demostrar que si dos proposiciones ¢1, @2 cumplen
una propiedad, entonces (—¢1) y (p10p2) también la cumplen.

Usaremos la notacion P(p) para decir que la férmula ¢ cumple la propiedad
P.

Proposicion 1.10. (Induccion estructural) Supongamos que queremos probar
P(y) para todo ¢ € PROPgp (siendo P una propiedad cualquiera). Entonces
basta comprobar que:

1. P(p) para toda ¢ € AT.
2. Si P(p) entonces P((—¢)).
3. Si P(p1) y P(p2) entonces P((¢p10¢2)).

Demostracion. Si una propiedad P cumple 1, 2 y 3, entonces el conjunto de
proposiciones que cumplen P cumple las tres propiedades de [I.7} por tanto
contiene a PROPsp.

O

Ejemplo 1.11. Definamos P(y) como la propiedad de [p|, = ||, siendo |]) el
ntimero de simbolos ) en la formula ¢ y || el ntimero de (°| Vamos a comprobar
por induccién estructural que todas las proposiciones cumplen esta propiedad:

1. Para cualquier ¢ € AT se verifica trivialmente ||y = || = 0, luego P(y).

2No hemos definido rigurosamente el concepto de "propiedad", pero esencialmente significa
algo que las proposiciones pueden cumplir o no. Una forma rigurosa de definir propiedad
consiste en definirla como un subconjunto P C PROPgsp, de modo que decimos que una
proposicion cumple la propiedad P siy solo si pertenece a P.

3En general, siendo * un simbolo, podemos denotar |¢|. al niimero de simbolos * en la
formula .



2. Supongamos P(¢) con ¢ € PROPsp, entonces |p| = |¢]y y por tanto:
|Gl = lelc+1=lel)y + 1= (=p)l)
luego P((—¢)).
3. Supongamos P(y), P(¢) con ¢, € PROPgsp, entonces:
[(@ED) | = lel + ¥l +1 = lely + [¢]) + 1 = [(eD¥)]

luego P((p0)).

Definicién 1.12. (Prefijos) Sea A un alfabeto y sea w € A*. Decimos que w’ es
prefijo de w si existe w” tal que w = w'w”, es decir, si w = wyws...w,, entonces
existe 0 < k < n tal que w’ = wy...wy,.

Decimos ademés que un prefijo w’ es prefijo propio de w si es distinto de w y .

Ejemplo 1.13. Sea A := {a,b} y sea w := aababb. Entonces sus prefijos son
€, a, aa, aab, aaba, aabab, aababb, correspondientes a k = 0,1, 2,3,4,5,6, respec-
tivamente, y sus prefijos propios son a, aa, aab, aaba, aabab.

Proposicion 1.14. Si ¢’ es prefijo propio de ¢, entonces |¢'|y < |¢|(.
Demostracion. Se demuestra por induccién estructural.
1. Si ¢ € AT no tiene prefijos propios luego se cumple la afirmacion.

2. Sea ¢ € PROPgp cumpliendo la propiedad del enunciado y sea ¢’ un
prefijo propio de (—¢). Existen cuatro casos:

a) ¢' = (, entonces |¢'|(=1> 0= |¢'|)-

b) ¢’ = (=, ocurre lo mismo que antes.

c) ¢ = (=¢” con ¢” prefijo propio de ¢ entonces por induccion se
verifica |¢”]) < [¢"|(. Ahora bien, |¢'| = [¢"|(+ 1y [¢'l) = l¢"])
luego:

') < 1¢'lc

d) ¢ = (—p, que es directo.

3. Se hace de forma similar al apartado anterior. Basta probar con los prefijos
G (@1 (1, (918, (105 y (e10¢2.

O

En proximas secciones seré ttil, dado un conjunto A, definir una funcién
H : PROPsp — A conociendo su restriccion a AT, y suponiendo que podemos
calcular H((—¢))y H((¢0v)) en funcion de H(p) y H(1). Sila funcion H queda
bien definida asi, diremos que esta definida de forma recursiva. La siguiente
proposicion nos garantiza que podemos definir funciones de esta forma:



Proposicion 1.15. El esquema de definicion recursiva da como resultado una
unica funcion, es decir, dadas:

1. Har : AT — A.

2. H,: A— A.

3. Ho: Ax A— A.
existe una unica funcion H : PROPsp — A tal que:

1. H(p) = Har(p), para toda ¢ € AT.

2. H((~p)) = H-(H(p)).

3. H((p10p9)) = Ho(H (1), H(p2)), para cada O € {A,V,—, <}
Demostracion. Se omite la demostracion. 0

Ejemplo 1.16. Sea H : PROPsp — N la funcién |.|¢ definida anteriormente.
Podemos definirla de manera recursiva:

1. H(p) =0, para toda ¢ € AT.
2. H((~¢)) = H(p) + 1.
3. H((p10e2)) = H(p1) + H(p2) + 1.

Notese como en ocasiones omitimos las funciones auxiliares y usamos la notaciéon
H para referirnos a H, Har, H- y Hg. Este abuso de notaciéon no suele dar
lugar a confusion.

Ejemplo 1.17. Podemos definir recursivamente una funcién que nos lleve cada
formula al conjunto de todas sus subférmulas, es decir, SUB : PROPsp —
P(PROPsp ] tal que:

1. SUB(p) = {¢}, para toda ¢ € AT.
2. SUB((~y)) = SUB(p) U{(—¢)}-
3. SUB((p10¢2)) = SUB(¢1) U SUB(p2) U {(¢10¢2)}.

1.3. Eliminacién de paréntesis

Para conseguir una notacién més compacta, podemos establecer una nota-
cién que use menos paréntesis cuando nos convenga. Sin embargo, la omisiéon de
paréntesis puede dar lugar a ambigiiedades en las férmulas, por ejemplo,

p—>q—rT

podria simbolizar dos formulas distintas:

4Dado un conjunto X, denotamos por P(X) a su potencia, es decir, el conjunto de subcon-
juntos de X.



= (p—q) =)
» (p—=(g—r))

Para evitar este tipo de situaciones, necesitamos las siguientes reglas de omisiéon
de paréntesis:

1. Los paréntesis externos pueden omitirse. Esto no da lugar a ambigiiedad.
2. Las conectivas se aplicardan en este orden: —, A, V, —, <.

3. Cuando hay varias conectivas del mismo tipo seguidas, se asocia siempre
empezando por la izquierda.

Algunos ejemplos de aplicacion de estas reglas:

-pVp es ((=p) vV p)
pAgVs—ter e ((kp)Ag)Vs)—t) <)
p—>q—s es ((p—q) —s)

pAqge s —tVr es ((pAg) < ((ms) = (EVT)))
teop—=qVp—s es (< ((p—((mg) V) = s))
Algo a tener en cuenta al leer libros sobre logica es que las reglas que adop-

tamos no son universales y varian de autor a autor (por ejemplo, en muchos
casos se asocia por la derecha en vez de por la izquierda).

Comprobaremos cuando veamos semantica que las conectivas A y V son
asociativas y conmutativas, por tanto, en ese sentido, no importa el orden en que
se asocien. De modo que, cuando una conectiva se repita varias veces seguidas,
podemos usar la siguiente notacion:

/\pi =P A Api,
iel

\/pi =P VooV Py
iel
siendo I = {iy,...,i,} un conjunto finito de indices.
Establecemos ademaés el siguiente convenio,

/\pi =T
€0
\/Pi =1,
i€l

que sera consistente con el comportamiento semantico de V y A.



1.4. Asignaciones de verdad

Hasta ahora hemos venido considerando cuestiones sintécticas sobre las for-
mulas. Lo que queremos ahora es abordar su seméntica, esto es, su compor-
tamiento cuando les damos una interpretacién determinada. Nos interesa, por
tanto, estudiar qué significa que una proposicién se siga de otra independiente-
mente de la traduccién que hagamos al lenguaje natural, esto es, la nocién de
consecuencia ldgica. Asi, por ejemplo, queremos que ¢ se siga de p A (p — q)
independientemente de cémo se traduzcan p y g informalmente. Es decir, exigi-
mos que, sea cual sea la traduccion de p A (p — q), si es verdadera entonces la
de ¢ tiene que serlo también. Siguiendo la definicion

Definiciéon 1.18. Definimos el conjunto de valores de verdad, Bool = {V, F'},
donde V es la verdad y F es la falsedadﬂ

Una vez que disponemos de Bool podemos definir la aplicacion que nos lleva
cada proposicion a su valor de verdad correspondiente. Vamos a definir esta
aplicaciéon de forma recursiva, es decir, primero lo haremos para las formulas
atémicas y después describiremos reglas para deducirla en el resto de férmulas.

Definicién 1.19. (Valoracion) Sea el conjunto Bool = {V, F'}. Una valoracion
o evaluaciéon es una funcién v : SP — Bool.

Un alfabeto de n letras tiene 2" valoraciones distintas.

Para definir la valoracién de proposiciones, vamos a necesitar una forma de
interpretar las conectivas. Con este fin, a cada conectiva le asociaremos una
aplicacién, que definiremos caso a caso en formato de tabla de verdad:

1. v : Bool — Bool;

<!
<
1

3

| <

<| =

2. UA, Vv, V_y, Vs : Bool X Bool — Bool,

’ $1 \ P2 \ ua(1, P2) \ vy (1, P2) \ v, (01, p2) \ ves (01, p2) \
V|V A% \% \% A%
V | F F Vv F F
F |V F A% \% F
F F F F A\ A%

5Nada nos impide considerar casos en que Bool sea infinito numerable, o incluso no nume-
rable, pero la légica concebida clasicamente es bivalente, esto es, solo consta de dos valores de
verdad.



Decimos que la conectiva binaria A es un operador conmutativo ya que va(V, F) =
uA(F, V). V y > también son conmutativas.

Definiciéon 1.20. (Extension) Dada la valoracion v : SP — Bool, definimos
recursivamente su eztension, v : PROPsp — Bool:

1. (L) =F.
2.9

&
I
=
&
ke
&
=
o
&+
o
Q.
o
AS)
m
W0
o

(
(
3. o(
4. o
5. o(

La propia definicién nos da un método para calcular los valores de verdad
de férmulas en funcién de los de sus simbolos:

Ejemplo 1.21. Encontremos el valor de verdad de p A —q — rV s, siendo v una
valoracion que cumple v(p) = v(q) = V,v(r) = v(s) = F:

L. 9(=g) = v-(0(q)) = v-(V) = F.

2. 0(p A =q) = va(0(p), 0(=q)) = va(V, F) = F.

3. 0(rVvs)=wvy(0(r),o(s)) = vy (F,F)=F.

4. Finalmente, 9(p A —q = rV s) = v (0(pA—q),0(rVs)) =v,(F,F)=V.

Definiciéon 1.22. (satisfactibilidad) Dada v : SP — Bool y ¢ € PROPsp
se dice que v satisface @, y se escribe como v F ¢, si y solo si 9(¢) = V. Si
0(p) = F, escribimos v ¥ .

En virtud de la definicién anterior, podemos clasificar cada féormula ¢ como:
= Satisfactible, si existe alguna valoracion v tal que v F ¢.

o Tautologia, si v F ¢ para toda valoracién v.

e (Contingencia, si es satisfactible pero no tautologia.
= Contradiccidn, si no es satisfactible.

Ejemplo 1.23. La formula pAgq — 7 <> (p — ¢q) — 7 es contingencia. Invitamos
al lector a que realice la tabla de verdad correspondiente.

Definiciéon 1.24. (Conjunto de modelos) Dado ® C PROPgp, €l conjunto de
modelos de ® se define como:

Mod(®) :={v:SP — Bool | para toda p € ® v E ¢}
6 Aqui es donde hemos dado sentido a la definicién que dimos de T y L en




Definicién 1.25. (Satisfactibilidad) Sea ® C PROPsp.
@ se dice satisfactible, y se escribe Sat(®), si Mod(P) # 0.
® se dice insatisfactible, y se escribe Insat(®), si Mod(®) = 0.

Ahora llegamos a la definicion del concepto que ha motivado nuestro estudio
inicial de la seméantica.

Definicién 1.26. (Consecuencia logica) Sea ¢ € PROPsp, ® C PROPgP. De-
cimos que ¢ es consecuencia logica de @, & E ¢, siy solosi Mod(®) C Mod({p}).

Esto equivale a decir que toda asignacion de verdad que satisface todos los
elementos de ® también satisface .

De ahora en adelante, escribimos Mod(y) en vez de Mod({¢}).

Ejemplo 1.27. Dado ® tal que Insat(®), se sigue de la anterior definicion que
® F ¢, para cualquier .

A continuacion presentamos algunos resultados bésicos de semantica.
Proposiciéon 1.28.

1. Mod(0) = {vjv: SP — Bool}.

2. Si®=0ydEp, entonces ¢ es tautologia.

3. Mod(PROPsp) = 0.

4. Mod(®)N Mod(¥) = Mod(® U T).

5. Mod(®) U Mod(¥) C Mod(®NT).
Demostracion.

1. En efecto, toda valoracién satisface todas las proposiciones del conjunto
vacio.

2. Mod(() tiene a todas las valoraciones, por tanto si Mod(#) C Mod(yp),
cualquier valoracion satisface ¢.

3. Dada una valoracion v, y cualquier proposicion ¢, no podemos tener a la
vez 0(p) =T y 0(—p) = T. Por tanto v no satisface todos los elementos
de PROPSP

4. Comprobamos los dos contenidos:
C: Si una valoracion v estd en Mod(®) N Mod(¥), satisface todos los
elementos de ® y de ¥, por tanto satisface todos los elementos de & U W.
D: Siwestd en Mod(® U W), v satisface todos los elementos de ® U ¥,
por tanto satisface todos los elementos de ® y todos los de V¥, es decir,
v € Mod(®) N Mod(¥P).

10



5. Dada v € Mod(®) U Mod(¥), o bien v verifica todos los elementos de ® o
los de W. En ambos casos, v verifica los elementos de & N V.

En 5, el contenido opuesto no se cumple. Poniendo por ejemplo & = {p}, ¥ =
{p A p}, siendo p € SP, tenemos ® NV = (), por tanto Mod(® N ¥) contiene
a todas las valoraciones, pero cualquier valoracion v que cumpla v(p) = F no
estard en Mod(®) U Mod(P). O

Proposicion 1.29. d U {¢} E ¢ si y solo si D E p — 1.

Demostracion. Veamos que Mod(®) C Mod(p — 1) suponiendo que Mod(® U
{¢}) € Mod(y). Sea v € Mod(®). Si ¥(p) = V entonces v € Mod(p). Por
hipotesis, v € Mod(1), luego 0(¢)) = V y entonces 0(p — ) = V, es decir,
v € Mod(p = ). Si d(p) =F, 0(p = ) =V y de nuevo v € Mod(p — v).

Reciprocamente, si v € Mod(® U {¢}), entonces 9(p) = V. Por hipotesis, al
ser v € Mod(®), v € Mod(p — 1), es decir, 9(¢ — ) =V, luego 0(¢p) =V y
v € Mod(1). O

Proposicion 1.30. ® E ¢ si y solo si Insat(® U {—¢})

Demostracion. Supongamos que ® E ¢, esto es, que Mod(®) C Mod(yp). Sea
v € Mod(® U {—p}). Entonces, por definicion, v F x, para toda x € ® U {—p}.
Luego en especial, v E =, lo que contradice que v € Mod(p) (jpor qué?).

Reciprocamente, si Mod(® U {-¢}) = 0, sea v € Mod(®). Entonces v ¢
Mod(—p), por tanto v(—¢) = F, pero como 0(—p) = v-(0(p)), tenemos que
F = v, (0(p)), es decir, 9(p) = V, asi que v € Mod(p). Como esto lo cumple
cualquier v € Mod(®), tenemos, como querfamos, que Mod(®) C Mod(y)

O

De ahora en adelante, escribiremos ®, ¢ F 1 en vez de ® U {p} F 9.

Dada una valoraciéon v, para cualesquiera formulas @1, 2 en que aparecen los
sfmbolos p1,...,Pn ¥ @1, - ., qm, respectivamente, esta claro, por como hemos
definido las valoraciones, que 0(p1) depende de v(p1),...,v(pn), ¥y 0(p2) depen-
de de v(q1),- - - ,v(qm)m De modo que para comprobar que 1 F ¢ nos basta con
comprobar que, para cada una de las posibles valoraciones de p1, ..., Pn,q1, - - - Gm,
0(p2) =V si 0(p1) = V. Este es nuestro primer procedimiento para demostrar
consecuencias logicas entre formulas, que resumiremos graficamente en tablas
de verdad.

Ejemplo 1.31. Consideremos ® = {-p A q — r, =p, =1}, ¢ = —q. Para de-
mostrar que ® £ ¢ basta realizar la tabla de verdad correspondiente y comparar
los valores de verdad de las premisas del conjunto ® con los de ¢. En ® y ¢
aparecen los simbolos p, ¢ y 7, por tanto tenemos la siguiente tabla de verdad:

"Este hecho se probara y generalizara para logica de primer orden en el lema de coinciden-

cia, 11

11



[ plalr[Cprg—or[-p[-r]-q]
VIV |V VvV F F F
VIV |F Vv F \Y% F
VIF |V AV F F \Y%
VIF|F Vv F V Vv
F|IVI|IV AV AV F F
FIV|F F \Y% \Y% F
FIF |V AV AV F \Y%
FIF|F Vv \Y% \Y% Vv

En efecto, solo hay un caso en que se cumplen todas las proposiciones de ®
(la ultima fila) y en ese caso se cumple . Por tanto, ® F .

1.5. Equivalencia légica

El método descrito de las tablas de verdad aumenta de complejidad a medida
que lo hace el nimero de proposiciones que estudiamos. Por ello, investigamos
relaciones formales entre las formulas que simplifiquen tales cuestiones. Comen-
zamos por las proposiciones atémicas:

Definiciéon 1.32. (Equivalencia logica) Sean ¢,9% € PROPgsp. ¢ se dice 1ogi-
camente equivalente a 1, ¢ ~ 1), si para toda valoracion v, 9(p) = 0(¢).

Esto equivale a decir que 1 F @2 v @9 F 1.

Proposicion 1.33. ~ es relacion de equivalencia. Ademds, ~ es congruencia
respecto de las conectivas ldgicas, es decir:

1. Si o ~ 1, entonces —p ~ —h.
2. Si 1 ~ o y 1 ~ g, entonces o101 ~ o).

Demostracion. Que es relaciéon de equivalencia es directo.

Supongamos ¢ ~ 1, y sea v cualquier valoraciéon. Entonces

(=) = v-(0(p)) = v-(0(¢)) = 0(=¢)).

De igual manera, supongamos @1 ~ @9 v 11 ~ 12, sea v cualquier valoracion.
Entonces

0(101) = vo(0(p1), 0(41)) = va(B(p2), 0(¢2)) = D(p2ll2).

12



Las siguientes reglas nos ayudaran a demostrar equivalencias entre férmulas:
Teorema 1.34. (Leyes de equivalencia ldgica)
1. Conmutatividad:
PAqG~qAp, pVqg~qVp, p&rqgqgorp
2. Asociatividad:

(Vg Vr~pVigVvr), PAQAT~pA(gAT)

3. Idempotencia:
pPAp~Dp, pVp~p

4. Distributiva:
pA(qVr)~@AQV(PAT), pV(gAT)~(DPVE A(PVT)

5. Absorcion:
pA(PVag) ~p, pV(PAg) ~p

6. Cero y unidad:

pAT~p, pVT~T, pANL~1, pVLIlL~p

7. Contradiccion:

pA-p~ L
8. Tercio excluso:

pV-op~ T
9. Negacion:

10. Leyes de De Morgan:
~(pAg) ~pV g —(pVa)~pAg
11. Simplificacion de los condicionales:
p—=q~pVg, perqg~(p—q)A(g—p)

Demostracion. Las demostraciones de equivalencia consisten simplemente en
comprobar que coinciden las tablas de verdad. Comprobamos las tres primeras:

13



1. Conmutatividad:

(plalpralanp]pvalavplpeoqlacop]
V|V] V vV vV vV vV v
VIF| F F % % F F
F|V]| F F % v F F
F|F| F F F F v v

2. Asociatividad:

|

| = <] <| = =] <| <

| <| M| <| = <| = <] 3
K
>
3

| (pvg)vr [ pVigVvr) [ (pAg Ar | pA(

| M| | < <) <| <[
H <l << << <)<

v
\%
v
\%
v
\%
v
F

||| | | | <
M| | | | | | <

3. Idempotencia:

(p[pAp|pVp ]

1.6. Sustitucidon

Pasamos a estudiar los lemas de sustitucién, que entre otras cosas nos permi-
tirdn generalizar las leyes de equivalencia légica. Para ello es necesario estudiar
el concepto de sustitucion:

Definicién 1.35. (Sustitucion) Sean p,1) € PROPsp y sea p € SP. Llamamos
¥[e/p] a la formula que resulta de sustituir en ¢ cada aparicion de p por .
Dados ¢ y p, podemos definir 1[p/p] recursivamente del siguiente modo:

L ple/pl = ¢.
2. qlp/p] = ¢, para cualquier ¢ € SP \ {p}.

14
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- Tle/pl=T.
4. Llp/p]= L.
- (=)p/p] = =(le/p)).

- (1 0Ov2)[p/p] = (P1le/p]T2[p/p])-

Ejemplo 1.36. Si usamos las formulas v = pA g — py ¢ = p1 V —pg, al
sustituir p por ¢ en 1 obtenemos la formula:

o Ot

Ylp/pl = (prV —p2) Ag — (p1 V —p2).

Introducimos la siguiente notacion que sera de utilidad: dada una funcién
f:A— Bydados a € A, b € B, denotamos respectivamente por f[b/al(x) a
flx),six#a,yab siz=a.

Ejemplo 1.37. Sea X € {V,F}. Si con la notacién anterior usamos como
funcion una valoracion v, v[X/p| es una valoracion de verdad que cumple:

= v[X/pl(q) =v(q) siqg#p
= v[X/pl(p) = X.

La siguiente proposiciéon muestra que obtenemos el mismo resultado tanto si
sustituimos y posteriormente asignamos un valor de verdad como si hacemos el
proceso inverso:

Proposicion 1.38. Sean ¢,9p € PROPsp, p € SP yv : SP — Bool valora-
cion. Entonces:

e —

0(Ple/p)) = vlo(e) /pl(¥)

Demostracion. Procedemos por induccién estructural. Dividimos las proposi-
ciones atémicas en cuatro casos como en la definicion [[35t

1. Si ¢ = p entonces, por definicién de sustitucion ¥[p/p] = . Por tanto,
0([p/p]) = 0(p) y siguiendo la notacién que hemos explicado arriba,

W[o(e) /P () = v[8(e) /pl(p) = vl () /p)(p) = ().

2. Siyp=gqc¢€ SPX’qjé\pentonces ¥e/p] = g, con lo que 6(¥[p/p]) = 9(q)
y; como antes, v[d(¢)/pl(q) = v[o(#)/pl(q) = 0(q)-

3. Siv =T, dle/pl = T,y olo(e)/pl(T) =v(T) = V.

—

4. 81y = L 9lp/pl = L, y vlo(e)/pl(L) = v(L) = F.
5. St = =, entonces 9((~¢n)[p/p]) = o(=(¢1lp/p])) = v-(0(d1le/p]));

por las definiciones de sustitucion y extension de la valoracion v. Aplicando
la hipétesis de induccidn, lo anterior es igual a

v-(0[o() /) (¥1) = o[ () /D) (=)

15



6. Si ¢ = 101y, entonces

o(¥le/pl) = 0((Y1lp/p] B valp/p])) = va(d(¥ile/pl), d(¥:2(e/p)))-

Aplicando la hipotesis de induccion, esto es igual a

——

o (o[ (2)/p](W1), V[8(9)/P)(th2)) = oo () /P (1 Tz).

O

Lema 1.39. (De sustitucion) Sean ¢, ', € PROPsp, p € SP. Si ¢ ~ ¢/,
Yle/pl ~ e’ /p].

Demostracion. Sea v valoracion. Entonces, al ser 9(¢) = 0(¢’), se obtiene que

o(ulie/p)) = oo /Pl (V) = olo(¢) /pI(w) = D(le'/p])
Como esto sucede para cualquier valoracion v, ¥[p/p] ~ Y[’ /p]. O

Acabamos de ver que sustituir férmulas equivalentes en una misma férmula
nos lleva a férmulas equivalentes. A continuacién vemos que sustituir la misma
formula en féormulas equivalentes da como resultado formulas equivalentes.

Lema 1.40. (De sustitucion) Sean @, 11,99 € PROPsp, p € SP. Si 1)1 ~ s,
entonces Y1 [@/p] ~ Y2[p/p].
Demostracion. Sea v cualquier valoracion. Tenemos que:

o(¥1[p/pl) = vl () /pl(vh1) = v[o(p) /pl(v2) = D(¥2[p/p])

Lo que nos da el resultado. O

El lema [T.40] nos permite probar una versiéon méas general de las leyes de
equivalencia logica, en las que en vez de simbolos de proposiciéon podemos
sustituir cualquier formula. En el siguiente ejemplo probamos la primera:

Ejemplo 1.41. Consideremos las dos férmulas ¢; = pVqy ¥ = qVp. Sabemos
que son equivalentes, luego si consideramos ¢, x € PRO Pgsp tenemos que, por el

lema U1lp/p] v a2 /p], es decir, oV qy qV p, son equivalentes. Aplicando
una vez mas [I.40] para sustituir ¢ por x, obtenemos que ¢ V x y x V ¢ son
equivalentes.

Ejemplo 1.42. Supongamos que queremos demostrar la equivalencia de estas
dos férmulas:

= p1Vp2Vps = psA(psVpes)

» ((pa Aps)V(paAps)) = —(p1Vp2Vps)
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Desde luego podriamos hacerlo usando tablas de verdad, pero esta claro que
tardariamos demasiado. Una forma maés sencilla de hacerlo usando las leyes
de equivalencia y los lemas de sustitucién es comprobar las dos equivalencias
logicas:

L p1Vpa Vp3s —=paA(psVps) ~p1VpeVps— (paAps)V (paAps)
2. p1Vp2Vp3 = (paAps)V (PaAps) ~ ~((paAps)V (PaAps)) = =(p1 VP2 Vps)
En efecto:

= 1 se obtiene aplicando el lema [T.39 con ¢ = p1 Vpa Vps — p, p1 =
pa A (Ps V pe)sp2 = (P2 Aps) V (pa A ps)-

= 2 se obtiene en dos pasos:
Aplicando el lema[T.40 con 1 =p — q, o = ~q — —py p = p1 V p2 V ps,
obtenemos: p1 Vpa V ps = ¢~ =g — —(p1 V pa V p3).
Y aplicando de nuevo el lema [I.40| con 11 = p1 V p2 V p3 = ¢, 2 = —q —
=(p1VpaVp3)yqg=(psAps)V (ps A pg), obtenemos 2.

1.7. Completitud funcional

Hasta ahora solo hemos tratado con cinco conectivas, =, A, V, —, <+. En esta
seccion vamos a considerar de forma méas general los simbolos de conectiva y
su interpretacion seméantica. Dado un simbolo de conectiva $, decimos que $ es
n-aria si con ella se forman férmulas con n simbolos de proposicién, de la forma
$(p1,...,pn). Por ejemplo, las conectivas A, V, —, <> son binarias (2-arias) y la
conectiva — es l-aria. Esto puede resultar extrano ya que hasta ahora hemos
usado expresiones de tipo (p10ps), en vez de O(p1,p2). Sin embargo, también
se puede formular la logica proposicional usando esta nueva notacio

En definimos recursivamente una serie de asignaciones de verdad que
correspondian a los simbolos de las conectivas logicas, =, A, V, —, <+. En general,
a cualquier tabla de verdad dada por vg : Bool™ — Bool podemos asignarle una
conectiva n-aria, $(p1,. .., pn)ﬂ En general supondremos que n > 1, pero segtin
esta definicion, podriamos interpretar los simbolos T, L como conectivas 0-arias,
dadas por las tablas de verdad:

8De hecho, la conocida notacién polaca prescinde de los paréntesis y escribe las conectivas
de forma $p; . ..pn, sin que esa falta de paréntesis dé problemas en la estructura del lenguaje.

9 Aunque sintacticamente escribiremos las conectivas como $(p1,...,pn), semanticamente
el valor de verdad de $(p1,...,pn) solo dependera de los valores de verdad de p1,...,pn, n0o
de p1,...,pn, al igual que con las conectivas conocidas anteriormente.
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Analizando con mayor detenimiento las conectivas binarias, es facil observar
que existen 16 de ellas distintas, una asociada a cada tabla de verdadﬂ Por
ejemplo, podemos definir mediante tablas de verdad las conectivas:

P |

[ pYq[pta]lplq]

T
F
\Y%
\Y%
\Y%

= | <| <
| <| || <=
| < <| ™

<| | ==

V se conoce como disyuncion excluyente, mientras que 1Ty | se llaman NAND
y NOR, respectivamente.

Sin embargo, en cierto sentido, estas nuevas conectivas son redundantes, ya
que podemos expresarlas en funcion de nuestras cinco conectivas iniciales:

= pYg~(pq)
s ptqg~-(pAq)
=plg~-(pVaq)

Es natural, por tanto, preguntarse si cualquier conectiva n-aria sera expresable
en funcion de nuestras conectivas, como lo son V, | y 1. Para formalizar esta
cuestion, introducimos dos nociones de gran importancia:

Definiciéon 1.43. Una conectiva n-aria $ dada por vg : Bool™ — Bool se dice
expresable en términos de un conjunto de conectivas C' si existe una formula
( que tiene por conectivas a elementos de C' y por simbolos de proposiciéon a
ciertos pi, ..., pk, tal que ¢ ~ $(p1, ..., pr).

Definicién 1.44. (Completitud funcional) Un conjunto de conectivas C' se dice
funcionalmente completo si cualquier conectiva $ dada por vg : Bool™ — Bool
es expresable en términos de C.

Ejemplo 1.45. Si C es funcionalmente completo, cualquier proposiciéon ¢ con
simbolos p1,...,p, y cualesquiera conectivas $1,...,$,, es equivalente a una
expresion con simbolos p1,...,p, y conectivas en C.

En efecto, ¢ tiene una tabla de verdad en funcién de py, . .., p,, de modo que
se puede expresar como una conectiva n-aria $,, con esa misma tabla de verdad,
es decir, $,(p1,...,pn) ~ @. Ahora, como C es funcionalmente completo, $,
es expresable en términos de C', por tanto hay una expresiéon ¢ de conectivas
elementos de C'y simbolos de proposicion p1,...,p, tal que ¥ ~ $, ~ .

Ahora ya podemos dar respuesta a la pregunta que nos formulamos antes:

10Decimos que dos conectivas n-arias son distintas cuando tienen distinta tabla de verdad.
n . . . .
Para cada n, hay 22" conectivas n-arias distintas.
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Proposicion 1.46. {—, A, V} es funcionalmente completo.

Demostracion. Sea $ conectiva n-aria. Procedemos por induccién sobre n.

Sin =1, es facil comprobar que tenemos cuatro conectivas posibles, y que éstas
corresponden a la identidad (es decir, $(p) ~p), -, T ~pV-py L ~ pA —p,
con lo que se verifica el enunciado.

Supongamos que es vélido para n — 1 y veamoslo para n. Sea $(p1, ..., p,) una
conectiva dada por la siguiente tabla de verdad:

’pn ‘Pl pn—l‘ $(P177Pn) ‘
V..o X(1)
V. . . | X@7
F X2 T +1)
Fl. . .. | X@9

donde X (i) denota el valor de verdad correspondiente a la fila i-ésima. De esta
forma obtenemos dos tablas de verdad, cada una con 2™~! filas: aquella en la que
pn, toma V' como valor de verdad (las primeras 2"~ filas de la tabla anterior) y
aquella en la que toma el valor F' (las filas restantes). Llamamos $1 (p1, ..., Pn—1)
y $2(p1,...,pn—1) a las conectivas inducidas por estas dos tablas de verdad.

Entonces tenemos:

$(P1s s Dn) ~ P AS1(P1, -, P—1)) V (70 A S2(D1, s P—1))-

Aplicando la hipétesis de induccion, existen formulas @1, o construidas a partir

de {—,A,V} tales que v1 ~ $1(p1, s Pn—1) ¥ ©2 ~ $2(p1, .-, Pn_1), con lo que
obtenemos que $(p1, ..., pn) es expresable en términos de {—, A, V}. O

Definicién 1.47. (Formas normales) Decimos que una férmula esta en Forma
Normal Conjuntiva (FNC) si es de la forma:

AV e

i<n j<m;

y se dice que esta en Forma Normal Disyuntiva (FND) si es de la forma:

VA e

i<nj<m;
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donde cada ;; es una proposicion atéomica o la negacion de una proposicion
atémica. Ya veremos en un ejercicio que, para cada formula ¢, existen dos
formulas ¢, % en FNC y en FND, respectivamente, tales que ¢ ~ ¢°y ¢ ~ ©%.

Corolario 1.48.

~

v A L

. {—, A} es funcionalmente completo.
. {—,V} es funcionalmente completo.
. {—=, L} es funcionalmente completo.
. {1} es funcionalmente completo.

. {4} es funcionalmente completo.

Demostracion.

1.

Sabemos, por que {—, A, V} es funcionalmente completo. Basta ver,
entonces, que V es expresable en términos de — y A. Esto es evidente por

las leyes de De Morgan :
pVag~—(=pA-g).
Analogo al anterior, usando la otra ley de De Morgan:
pAg~—(=pV—g)

Basta ver que —,V son expresables en términos de —, L. Esto se sigue de
estas afirmaciones que se pueden comprobar con tablas de verdad:

p~p— L.
pVag~(p—1)—q
. Expresamos —, A en términos de 1:
p~ptp.
pAg~(Ta)T(Pta).
Expresamos —, V en términos de |:
p~plp

pVa~@lalla).
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1.8. Meétodo de los tableaux

Dado un conjunto finito de férmulas ¥, nos interesa encontrar un método
sistemético para determinar si Insat(¥). Este procedimiento nos permitira tam-
bién deducir si, dados un conjunto de formulas ® = {1, ..., v, } v una formula
p, ® F ¢, pues por esto es equivalente a Insat(® U {—p}) o, alternativa-

n

mente, a que A @; A—p ~ L. Es decir, aplicaremos el método a ¥ := ®U{—p}.
i=1

1.8.1. Nociones béasicas y ejemplos

Nuestro objetivo es tomar los datos anteriores como vértices de un grafo y
construir un drbol, es decir, un diagrama (llamado ‘tablean’) en el que conecta-
remos las distintas formulas mediante aristas, formando ramas y de modo que,
dados dos elementos del arbol, si pertenecen a la misma rama entonces se en-
cuentran en conjuncioéon y, si son de ramas distintas, se encuentran en disyuncion.
De esta forma, y a partir de una serie de reglas de construccién, el problema de
la insatisfactibilidad de ¥ quedara reducido a comprobar que un tableau suyo
tiene todas las ramas cerradas, esto es, contienen una contradiccion.

Construiremos nuestro diagrama de arbol, cuyos vértices seran proposiciones,
de arriba hacia abajo. Llamamos al vértice de arriba del todo mz’zﬂ Llamaremos
hojas a los vértices v tales que no haya ningin vértice v’ debajo de v y unido
por una arista a v. Llamaremos rama a una sucesion de vértices (vy,...,v,) en
que:

= vp es la raiz.
= v;41 estd unido por una arista a v; y debajo de v; para todo i.
= v, es una hoja.

Por ejemplo, en el diagramas:

tendriamos estas dos ramas:

11 Todos estos conceptos, que por ahora se van a explicar de forma intuitiva, quedaran mejor
formalizados en logica de primer orden, en las definiciones @ a @
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Al hacer el tableau podemos encontrarnos formulas que se pueden simplificar,
llamadas o-formulas o simplificables. Estas simplificaciones se podran hacer de
acuerdo a la siguiente tabla:

| o [oi]
-T | L
-1l | T
4

Esta claro que, en cada fila, o ~ o7.

Ahora bien, en el proceso de extender el tableau, nos conviene distinguir dos
tipos de formulas, que llamaremos a-formulas y B-férmulas. En las siguientes
tablas, la primera columna servira como definiciéon de a-férmulas y S-formulas,
es decir, habra cuatro tipos de a-férmulas y cuatro tipos de g-formulas. En las
otras dos columnas apareceran sus descomposiciones, que usaremos al construir
los tableauz.

= a-formulas:

’ (6% ‘ (6751 (65
w1 A P2 Y1 Y2
(1 V w2) P P2
(1 = @2) $1 P2
©1 <> P2 Y1 — P2 | P2 — P1
= S-formulas:

B \ B1 B2
w1 VP2 P1 P2
(1 A w2) P P2
P1 — P2 P11 ©2

(1 p2) | 21 = p2) | (w2 = ¢1)
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Podemos comprobar que para cada fila de la primera tabla, se cumple a ~
a1 A aa, y para cada fila de la segunda tabla, se cumple 8 ~ (31 V Bo.

No es dificil probar el siguiente resultado, que justifica la anterior clasifica-
cion:

Proposicion 1.49. Sea ¢ € PROPsp. Entonces ¢ verifica una de las siguien-
tes condiciones:

1. Es de la formap, =p, L o T, conp € SP.
2. Es o-férmula.
3. Es a-férmula.
4. Es B-formula.

Debido a esto, nuestro método nos permitira descomponer un conjunto de
proposiciones multiples veces hasta obtener proposiciones de tipo p;, —p;, L o
T, con p; € SP.

Ahora pasamos a describir las reglas de construccion de tableauz asociados
a un conjunto ¥ de proposiciones.

= Regla inicial, R;n;: Sean 1, ..., o € Y. Entonces

®1

©2

Pn

es tableau de W.

= Regla de hipdtesis, Rp;p: Sea

PN

tableau de W. Entonces

PN
|

2
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es tableau de ¥, con ¢ € .
Es decir, siempre podemos anadir un elemento de ¥ a una rama.

= Regla o, Ry: Sea

g

tableau, de ¥, donde o es formula simplificable y o1 la version simplificada
de 0. Entonces

es tableau de .
Es decir, siempre podemos anadir a una rama una versiéon simplificada de
cualquier elemento de la rama y seguimos teniendo un tableau de W.

= Regla a, R,: Sea

(07

tableau de ¥, donde a es una a-formula y a;, as su descomposicion.
Entonces

/ a\
aq
«
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es tableau de W.
Es decir, si hay una a-férmula o en una rama, podemos anadir a la rama
los dos elementos de su descomposicion, a; y as.

= Regla 3, Ra: Sea
B
tableau de ¥, donde § es una S-formula y (1,82 su descomposicion. En-

tonces
/ |
p
|
b1 B2
es tableau de W.

Es decir, si hay una [S-férmula de descomposicion (1, B2 en una rama,
podemos dividir esa rama en dos ramificaciones, una que contiene a 31 y
otra que contiene a fs.

Precisemos las nociones que describimos al inicio de esta seccién. Dado un
tableau T y una rama r, consideremos los siguientes conjuntos:

I'p:={p € PROPsp|p estaen T}
I, := {¢ € PROPsp|p esta en r}
Esto nos permite establecer la siguiente

Definicion 1.50. Una rama r de un tableau T se dice cerrada si se da al menos
uno de los siguientes casos:

n L el
= Existe ¢ tal que ¢,—p € I',.

Si todas las ramas de T son cerradas, T' se dice cerrado. Si existe un tableau
cerrado para ® U {—p} lo denotamos por @ b, ¢.

Decimos que una rama es abierta cuando no es cerrada, y decimos que un tablero
es abierto cuando no es cerrada.
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Ejemplo 1.51. Supongamos que queremos comprobar {-p A q — r,—p,—r} E
—q. Como veremos en breve, para ello nos basta encontrar un tableau cerrado pa-
ra ¥ = {-pAq — r,—p, -r,~—q}. Enumeremos las premisas del siguiente modo:
(1) =pA g —r, (2) 7p, (3) =7, (4) =—q. La siguiente figura muestra un tableau
que obtenemos de ¥, y a continuacién explicamos céomo se ha desarrollado a
partir de las reglas de construccion:

l=pnrg—r

2.=(—p A q) 3.r
h.2 \ hip(3)
4.——p 5.—g 6.—r#3,6
hip(2) ‘ hip(4)
7.—p#H#d, 7 8.——q#5,8

Recordemos que el tableau se construye de arriba hacia abajo. Por la regla
Ry, €l grafo de un solo vértice =p A g — r es un tableau de ¥, ya que -pAq —
reWw.

Ahora bien, -p A ¢ — 7 es una [S-formula de tipo f = ¢1 — @2, de modo
que, atendiendo a la tabla de las S-férmulas, se descompone en las féormulas
Br=-p1==(pNq)y ==

Teniendo la descomposicion de la S-féormula, podemos aplicar la regla Rg, y
obtenemos un tableau con dos ramificaciones, una con —(—p A ¢) y otra con r:

= Comenzamos con la segunda rama, que es la mas sencilla. Usando la re-
gla Rpip, podemos anadir a la rama cualquier elemento de ¥, de modo
que escogemos —r. Ahora bien, en esta rama tenemos las proposiciones
-pAq— r,ry—r. En concreto, tenemos las proposiciones r y —r. Como
en la rama hay dos proposiciones de tipo ¢ y —, es cerrada y hemos
acabado con ella. Simbolizaremos que una rama estd cerrada escribien-
do # y senalando los vértices en los que se encuentran las proposiciones
contradictorias.

= Fijémonos ahora la rama de —(—p A ¢). De nuevo, tenemos una S-formula.

Usando la tabla como antes, vemos que se descompone en 81 = ——p,
B2 = —~q. De modo que, por la regla Rg, esta rama se divide a su vez en
otras dos:

e La primera rama tiene los elementos -p A q — 7, =(-p A q) y ——p.
Usando la regla Rp;p,, podemos afiadir a esta rama el elemento —p de
W. Ahora, dos de los elementos de esta rama son —=—p y —p. Es decir,
tenemos las formulas ¢ y -, siendo ¢ = —p. Por tanto esta rama
esta cerrada.
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e La segunda rama tiene los elementos =p A ¢ — r, =(-p A q) ¥y —g.
Usando la regla Rj;p, podemos afiadir a esta rama el elemento ——g
de U. Ahora, dos de los elementos de esta rama son —=—¢q y —g. Como
la rama contiene una férmula y su negacién, es cerrada.

Como todas las ramas son cerradas, el tableau es cerrado.

Vemos a continuacién otro ejemplo en el que no se cumple que ® F . Es
decir, hay una valoracion que cumple ® y —¢. En estos casos, veremos que no se
puede conseguir un tableau cerrado de ® U {—¢}. Al intentar obtener un tableau
cerrado, la complicaciéon del método aumentara considerablemente pero también
nos daré indicaciones sobre qué valoracion de verdad satisface a ® y —p.

Ejemplo 1.52. Sea ¢ = —(p3 — ps) y ® formado por estas seis proposiciones:
L. p1 — (p2 V p3)
2. =p1 — (p3 V pa)

P1— 7Pe

o

. 3 — (pa — p1)
5. =(p2 A ps)
6. p2 — ps

En la siguiente figura intentamos conseguir un tableau cerrado de ® U {—p}.

Como podemos ver, no conseguimos cerrar las ramas. En la rama que hemos
indicado con flechas, no parece haber forma de encontrar una contradiccion,
y ademas tenemos en esta rama las proposiciones —py, —pe2, p3 y ps. En este
caso podemos imaginar que la rama no se puede cerrar y hay una valoracion
que cumple los elementos de esa rama. En efecto, solo tenemos 4 opciones en
funcion de los valores de verdad que asociemos a ps y ps, y encontramos que
la valoracion dada por v(p1) = v(p2) = v(ps) = Fv(ps) = v(ps) = v(ps) =V
cumple @ y —p. Es decir, ® ¥ ¢. Como veremos en breve, esto significa que no
podemos encontrar un tableau cerrado para ® U {—¢}.
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1.==(p3 — pe)

J,IT

2.p3 — po

] T

4.pg 3.ps

hin(3)]

5.p1 = —pe
g ”T TR
7.o;m
hip(2)|

8.-p1 — (p3 V pa)

as] T

10.p3 V pa 9. p1#7,9

hapt0)]

11.=p3 = (ps — p1)
8,11
B,HT

13.—|—lp3 12.p4 — M

hip(l)T

14.p1 = (p2 V p3)

] \

hip(5)T

17.=(p2 A ps)
B,l?T A7

19.—ps 18.—ps

hip(ﬁ)T

20.p2 — Ps
B,EUT £,20

22."}92 21p5

0,13T

23.p3

6.~ps#4, 6
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El altimo ejemplo muestra que hay muchas formas de intentar conseguir un
tableau cerrado para un conjunto de férmulas. Ademas, puede que dos formas
distintas den lugar a tableaur con distinto niimero de proposiciones. Para ob-
tener tableauxr pequenos, nos conviene usar las reglas de construcciéon con la
siguiente prioridad:

1. R,
2. R,
3. Ry

Es decir, nos conviene aplicar siempre que sea posible la regla R,. Cuando no
sea posible, aplicaremos la regla R,. Si esta tampoco es posible, usaremos Rg.

Recordemos que lo que motivo esta seccion fue, dados un conjunto de for-
mulas ® y una formula ¢, el demostrar que ® E ¢, usando el método de los
tableauz. Por tanto, para que el método nos permita alcanzar este objetivo tiene
que cumplir dos propiedades:

= Completitud: ® £ ¢ implica ® 4, ¢. Es decir, si se cumple que ® F ¢,
entonces podemos encontrar un tableau cerrado para ® U {—p}.

= Correccion: ® Fy ¢ implica ® F ¢. Es decir, si encontramos un tableau

cerrado para ® U {—p}, entonces se cumple que @ F .

1.8.2. Correccion

Comenzamos demostrando la propiedad de correccion. El siguiente resultado
condensa las ideas expuestas hasta ahora:

Teorema 1.53. Sean ® C PROPgp tal que Sat(®) y T tableau finito para ®.
Entonces existe una rama de T, r, tal que Sat(T,.). Es mds: si una valoracion
v cumple v F ®, hay una rama r que cumple v E ;..

®1

. . . 2 .
Demostracion. Todo tableau finito T se construye partiendo de ? y aplican-

Pk
do reglas de construcciéon de tableaux Ry, ..., R,. Nos interesa hacer induccion
sobre el ntmero de reglas empleadas, n.

Asi pues, sea una valoraciéon v tal que v E ®.
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Si n = 0, por la regla inicial tenemos una unica rama r tal que I', =
{¢1, .-y 0} C ®. Como v E P, tenemos que v E T,..

Ahora sea n > 0, supongamos que el resultado se cumple para n — 1.

Sea ® satisfactible, y sea T" un tableau obtenido aplicando la regla inicial y
otras reglas Ry,..., R,. Es decir, T se obtiene aplicando la regla R,, al tableau
T’ obtenido aplicando las reglas R1,..., R,_1. Por hipdtesis de induccion, te-
nemos una rama r de 7" tal que v £ I',.. Al aplicar la regla R,, extendemos una
rama de T” para obtener T

Si la rama que extendemos no es r, entonces r también es una rama de T,
por tanto, como dice el enunciado, v F T';. para una rama r de T

Si la rama que extendemos es 7, distinguimos los siguientes casos:

= R, = R,. Para cierta férmula ¢ € I',, anadimos o7 tal que o ~ o;.
Por tanto, como v E I';.; en particular v £ o y asi v F o1. Entonces
vE T, U{o1}, es decir, la rama ' formada al anadir o; a r es la buscada.

= R, = R,. Para cierta formula o € I';., anadimos a1, as tales que a ~
a1 A as. Por tanto, como v F T, en particular v FayasivF a; y v F as.
Entonces v E T U{a1, as}, es decir, la rama 1’ formada al anadir «; y as
a r es la buscada.

= R, = Rg. Para cierta formula 8 € I';, ahadimos f3;, 32 tales que 8 ~
51V B, formando dos nuevas ramas. Como v E I',., en particular v E .
Esto quiere decir que o bien v F $; o bien v F 5. En el primer caso,
vE T, U{B1}, por tanto la rama 7 formada afiadiendo $; a r cumple que
v E T, . En el segundo caso, v E T, U {f>}, por tanto la rama ry formada
anadiendo 83 a r cumple que v F I',,. En ambos casos, tenemos una rama
7’ de T tal que v & 7/, por tanto se cumple el enunciado.

= R, = Rpp. Anadimos a la rama r cierta ¢ € ®. Por hipoétesis, tenemos
que v E ® y v F Ty, luego en especial v F T', U {p}. Es decir, la rama 1’
formada al anadir a r la hipétesis cumple v E r’.

O

Corolario 1.54. Sea ® C PROPsp. Si ® tiene un tableau cerrado, entonces
Insat(®).

Demostracion. Se trata de la forma contrapositiva del enunciado [I.53} O

Corolario 1.55. (Correccion) Sean ® C PROPsp,p € PROPgp. Si ® by, ¢,
entonces ® F .

Demostracion. Si ® Fy, ¢ entonces ® U {—¢p} tiene un tableau cerrado. Porm
se sigue que Insat(® U {—¢}), es decir, aplicando DE . O
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1.8.3. Completitud

Ahora pasamos a estudiar la completitud. Para ello es necesario introducir
previamente varias nociones:

Definicién 1.56. ® C PROPgp se dice coherente si no existe ¢ tal que @, ¢ €
byl ¢

Definicion 1.57. ® C PROPgp se dice saturado si, usando la notacion de las
o, a'y [-formulas:

= g € ¢ implica que o7 € .
= o € ® implica que a1, € .
= 5 € ® implica que 1 € ¢ o 53 € .

Por ejemplo, si a un tableau T no le podemos aplicar mas reglas de forma que
se anadan nuevas proposiciones al tableau, entonces I'r es saturado.

Definicion 1.58. & C PROPsp se dice de Hintikka si es coherente y saturado.

En relaciéon a los tableaux, nos gustaria poder tratar la ‘complejidad’ de las
distintas formulas. Esto nos lleva a la siguiente:

Definicién 1.59. Definimos la norma ||.|| : PROPsp — N dada recursivamente
por:

ll¢|| = 0, para toda ¢ € AT.

=l =1+ [lell-

ler Aall = 1+ [leall + [lal -

o1 V pall = 1+ [|@1]] + [[w2]]-

o1 = @al| = 2+ [|ga ] + [[p2]]-

llp1 < @all = 5+ 2|[1]| + 2[[2]].

La siguiente proposicion es facil de demostrar por casos y justifica nuestro
tratamiento de las descomposiciones de las o, a y S-férmulas como expresiones
reducidas de las férmulas originales:

Proposiciéon 1.60. Sean o, a y 8 o, a y B-formulas, respectivamente, con
o~oy, a~ap ANag, B~ 1V By, Entonces:

L lef] > flo]l-
2. ledl > lleall y [led| > [zl

3 BI > 1Bl y 1181 > ]|l
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Definicién 1.61. (Valoracion de Hintikka) Sea H C PROPsp de Hintikka.
Definimos la valoracion vy : SP — {V, F'} como:

= vg(p)=V,sipeH.
= vg(p)=F,si —pe H.

En caso de que p, —p ¢ H, va a ser para nuestros propositos indiferente el valor
que toma vy. Para que vy esté bien definida, podemos suponer por ejemplo
vp(p) =V sip,—p¢ H.

Proposiciéon 1.62. St H C PROPsp es de Hintikka, vy E H. En particular,
H es satisfactible.

Demostracion. Tenemos que demostrar que para toda ¢ € H, vy F ¢. Para
ello procedemos por induccion sobre ||p||. Es necesario distinguir dos casos base
primero.

Si ||| = 0 entonces ¢ € AT vy, al ser H coherente, ¢ € SP o ¢ = T. Si se
da lo primero, entonces se da el resultado por la definiciéon de vy. Lo segundo
es trivial, porque toda valoracion satisface a T.

Si ||| = 1, por la coherencia de H tenemos las siguientes posibilidades:

p=-p, 2L, pVL, LVp, pVT, TVp, pAT, TADP, pAq, pVgqg, TV T, TA
T, TVl LVT,

para p,q € SP. En el primer caso obtenemos que vy (p) = F' y por tanto que
g (—p) = V. En el segundo caso esta claro que g (—L) = V. El resto de casos
se deduce de forma similar.

Sea ¢ con ||p|| > 1, supongamos que el resultado se cumple para todo
n < ||¢||. Por la proposicion tenemos las siguientes posibilidades:

= p =0 es o-formula, con o ~ 01. Al ser H saturado, o; € H. Sabemos de
que ||o]| > ||o1]], luego podemos aplicar la hipotesis de induccion y
asi 0y (o1) =V, de lo que se sigue que Oy (01) = Og(o) =V.

= p = a es a-formula, con a ~ a1 A ag. Al ser H saturado, ay, a9 € H y,
por [laf| > [|ea]| ¥ [lee]| > ||e]]- Aplicando la hipotesis de induccion,
v (ar) =t (ag) =V, luego vy () = tg(ag Aag) = V.

= ¢ = [ es f-formula, con 8 ~ 51V Ba. Por[L.60} [B]] > [|Bu] v [|BI] > [I52]]-

Ademés, como H es saturado, o bien 51 € H y, por hipotesis de induccion,
0(B1) =V, o bien 3 € H y, por hipétesis de induccion, 9(52) = V. En
ambos casos, 9(8) = 0(f1 V B2) = V.

O
Corolario 1.63. Sean ® C PROPsp, T tableau abierto de ®. Si:

1. Existe una rama abierta de T, r, tal que ® C T',..
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2. T', es de Hintikka.
entonces @ es satisfactible.

Demostracion. Como I',. es de Hintikka, por[1.62]es satisfactible, por tanto como
® C T, ¢ es satisfactible.
O

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.64. Sean ® C PROPsp, T tableau de ®. T se dice completo si
toda rama abierta de T, r, verifica:

« OCT,.
= [, es de Hintikka.

Proposicion 1.65. Sea ® C PROPgsp finito. Entonces existe un tableau com-
pleto para .

Demostracion. En [2.85] probaremos una generalizacion de este teorema para

l6gica de primer orden.
O

Corolario 1.66. (Completitud) Sea & C PROPgsp finito. St ® E ¢ entonces
0] l_tb @Y.

Demostracion. ® E ¢ equivale por a Insat(®U{—p}). Se sigue de que
podemos considerar un tableau T completo para ® U {—p}. Veamos que T' no
puede tener ramas abiertas:

SiT tiene una rama abierta 7, por definicion de tableau completo, PU{—p} C
I’ y I, es de Hintikka. Pero entonces, por el corolario O U {—¢} serfa sa-

tisfactible, lo cual contradice el enunciado.

Por tanto el tableau es cerrado , es decir, ® 4 . O
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2 Logica de primer orden

2.1. Introducciéon

En el anterior capitulo, construimos con éxito un lenguaje formal que nos
permitia traducir frases informales del espafiol a expresiones formales, ademés
de formalizar los conceptos de implicacién y equivalencia logica. Sin embargo,
se puede reprochar que la logica proposicional es demasiado simple en el sentido
siguiente:

Consideremos el silogismo:

Todo hombre es mortal
Socrates es un hombre.

Socrates es mortal

En este caso, podriamos pensar que la consecuencia logica se trata de una
del tipo p A (p = ¢q) — q. Pero, por otro lado, parece evidente que depende
de elementos mas basicos que los simbolos de proposicion. Seria, entonces, més
conveniente una formalizacion del tipo:

Para todo x, si x es hombre entonces es mortal
Sdcrates es hombre.

Sdcrates es mortal

Hemos empleado los términos ‘hombre’, ‘mortal’ y ‘para todo’ en un sentido
puramente formal. Como ocurria con las proposiciones, existen multiples frases
y expresiones informales distintas que corresponden al silogismo que acabamos
de exponer.

A continuacién vamos a definir, igual que en logica proposicional, el alfabeto
que usaremos para construir férmulas en los lenguajes de primer orden. Pero
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ademaés, en este caso, habra multiples lenguajes de primer orden, y cada uno
tendré unos ciertos elementos que lo caractericen, que resumimos en el concepto
de ‘signatura’:

Definicién 2.1. Una signatura S es una tupla (Cts, Fng, Pds) donde:

= (C'tg es el conjunto de simbolos de constante.

= F'ng es el conjunto de simbolos de funcion con determinada aridacﬂ

= Pdg es el conjunto de simbolos de predicado con determinada aridad.
Dado un simbolo I' de funcion o predicado, denotamos por I'|,, que es n-ario.

Ejemplo 2.2. La signatura Nat := ({0}, {+]2,s]1},{< |2}) para los nameros
naturales. Es decir:

= Hay un simbolo de constante, 0.

= Los simbolos de funcion serén el simbolo de funcién binaria 4, que llama-
remos ‘suma’, y el simbolo de funcién 1-aria, s, que llamaremos ‘sucesor’.

= Tenemos un simbolo de predicado 2-ario, <.

A veces en la signatura Nat incluiremos un otro simbolo de funcién 2-aria, x,
que llamaremos ‘producto’.

Definicion 2.3. Dada la signatura S, definimos el alfabeto asociado como:
As:=CtgUFngUPdsUVarJ{—,A,V,—=, <, T,L}U{(,)}U{3,VIU{=},
donde:

s Ctg, F'ng, Pdg vienen dados por [2.1

= Var son los simbolos de variable: {x,y, z, 1, ... }.

o, AV, =, 4>, T, L, (,) son los simbolos de conectiva y los paréntesis, al
igual que en légica proposicional.

= V (para todo) y 3 (existe) son los cuantificadores ldgicos. Llamamos a V
cuantificador universal y a 3 cuantificador existencial.

= = el simbolo de igualdad. Usamos = en vez de = para distinguirlo de la
igualdad de féormulas. Por ejemplo, si escribimos ¢ = ¢t = s queremos decir
que @ es igual a t = s.

Como ocurria con las proposiciones, nos interesa distinguir las expresiones
del alfabeto anterior que estan bien formadas. Para ello, primero necesitaremos
definir los términos, que podemos interpretar como las expresiones que usaremos
para nombrar objetos, y después las formulas, expresiones que usaremos para
denotar afirmaciones sobre los objetos.

Por ahora, nos referimos por aridad de un simbolo de funciéon o de predicado como el
nimero de argumentos que admite. Méas adelante especificaremos lo que significa esta idea.
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Definicion 2.4. Dada la signatura S, el conjunto de términos de S, TERMg,
es el menor subconjunto de A% que veriﬁcaﬂ

1. Cts C TERM.
9. Var C TERMg.
3. Si f|n € Fng y t1,..,tn, € TERMg, entonces f(t1,...,t,) € TERMg.

Si f es una funcién 2-aria, a veces usaremos la notacion tradicional z fy en
vez de f(z,y). Por ejemplo, en Nat diremos x + y en vez de +(x,y).

Ejemplo 2.5. Siguiendo con la signatura Nat, algunos ejemplos de elementos
de TERMy ar serfan 0,s(s(0)), z,y, 2, +(s(s(0)), 5(0)) y s(+(z, s(s(5(0)))))-

La siguiente proposiciéon nos da una definiciéon constructiva de TERMg:

Proposicion 2.6. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Definimos los conjun-
tos:
T3 :=CtsUVar

T3 =Te U | J{f(trs - te) |t te € TY, fle € Fng}

keN
Entonces |J Ty = TERMsg.
iEN
Demostracion. La demostracion es andloga a la de [I.§ O

Ahora podemos construir formulas a partir de estos elementos béasicos que
va hemos definido. Comenzamos por

Definicion 2.7. Dada la signatura S, el conjunto de férmulas atomicas de S,
FORMATs, es el menor subconjunto de A% que verifica:

1. Si t1,to e TERMg, t1 =1ty € FORMATs.
2. SiR|, € Pds y ti,...,tn € TERMg, R(t1,...,t,) € FORMATs.
3. T,L € FORMATs.

Si R es un predicado 2-ario, a veces usaremos la notacion tradicional xRy
en vez de R(z,y). Por ejemplo, en Nat diremos z < y en vez de < (z,y).

Definicion 2.8. Dada la signatura S, el conjunto de férmulas de S, FORMg,
es el menor subconjunto de A% que verifica:

1. FORMATs C FORMsg.
2. Si 1,2 € FORMs, (—¢1), (p10¢2) € FORMs.

3. SizeVary e FORMg, (Qry) € FORMg, siendo Q € {V,3}
2Recordemos que A% es el cierre de Kleene de Ag, como definimos en

36



A partir de ahora, usaremos para mayor brevedad el simbolo ) como inter-
cambiable por V o 3 a no ser que se indique lo contrario.

Damos una definicién constructiva de FORMg:

Proposicion 2.9. Sea S = (Ctg, Fng, Pds) signatura. Definimos los conjun-
tos:
F):= FORM ATs

Fgtt = F§U{(=¢) | ¢ € F§}U{(¢00) | ¢, € F§}U{(Qu )|z € Var, ¢ € F§}

Entonces |J Fi = FORMsg.
ieN

Demostracion. De nuevo, la demostracion es analoga a la de O

2.2. Induccién estructural y recursion

Tal y como ocurria con la légica proposicional, la recursiéon y la induccién
estructural son las dos principales herramientas empleadas en las definiciones y
demostraciones de la logica de primer orden. Sin embargo, ahora tenemos que
tratar separadamente los conjuntos TERMg y FORMg asociados a cierta sig-
natura S.

Comenzamos con los teoremas de inducciéon estructural y recursion para
TERMg, dada una signatura S = (Ctg, Fng, Pds):

Proposicion 2.10. (Induccion estructural) Sean S = (Ctg, Fng, Pdgs) una
signatura y P una propiedad. Si se cumple que:

1. P es vdlida para todo elemento de TSO.

2. Sea f|ly € Fng. Si P es vdlida para todo elemento de T, entonces es
vdlida para f(t1,...tg), conty,... ty € TE.

Entonces P es vdlida para todo elemento de TERMsg.

Demostracion. Si la propiedad P cumple 1, 2 y 3, entonces el conjunto de tér-
minos que cumplen P cumple las tres propiedades de la definicion [2.4] por tanto
contiene a TERMg. O

Proposicion 2.11. El esquema de definicion recursiva da como resultado una
unica funcion, es decir, dadas:

1. Fy: CtgUVar — A.
2. Fy: A¥ — A, para cada funcion f|; € Fng.
existe una unica funcion F: TERMg — A tal que:

1. F(t) = Fy(t), para todo t € Ctg U Var.
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2. F(f(t1,...,tx)) = Ff(F(t1),...,F(tx)), para cada f|r € Fng yti,...,ty €
TERMs.

Demostracion. Se omite la demostracion. O

Ejemplo 2.12. Una funcién que nos sera de utilidad seré var, que nos lleva cada
elemento de TERMg al conjunto de variables que aparecen en él. La definimos
recursivamente como:

1. Caso base: varg : Cts U Var — P(Var), dada por varg(c) = 0 si ¢ € Ctg
y var(z) = {z} six € Var.

2. Caso recursivo: Dado f|, € Fng, vary : (P(Var))® — P(Var), dada por

vary(f(ti,...ty)) = Ql var(t;).

Ahora enunciamos los teoremas de inducciéon estructural y recursion para

FORMg, dada una signatura S = (Ctg, F'ng, Pdg):

Proposicion 2.13. (Induccion estructural) Sean S = (Ctg, Fng, Pdgs) una
signatura y P una propiedad. Si se cumple que:

1. P es vdlida para todo elemento de FORM ATg.

2. Siv1,p2 € FORMg y se cumplen P(p1), P(p2), entonces tenemos P((—p1))
y P((¢10¢2)).

3. Sixz e Var yp € FORMg, y se cumple P(p), entonces tenemos P((Qxp)).
Entonces P es vdlida para todo elemento de FORMg.

Demostracion. Si la propiedad P cumple 1, 2 y 3, entonces el conjunto de tér-
minos que cumplen P cumple las tres propiedades de la definicion [2.8] por tanto
contiene a FORMsg. O

Proposicion 2.14. FEl esquema de definicion recursiva da como resultado una
unica funcion, es decir, dadas:

1. Fyr: FORMATs — A.
2. F.:A— A
8. Fo:Ax A— A
4. Fog:Var x A — A.
existe una unica funcion F: FORMg — A tal que:
1. F(p) = Far(p), para toda ¢ € FORM ATs.
~¢)) = FL(F ().
p10¢p2)) = Fo(F (1), Fp2))-

2. F(

—~

3. F(
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4. F((Qz ) = Fq(z, F(p)).
Demostracion. Se omite la demostracion. O

Ejemplo 2.15. Extendamos la funciéon var al conjunto FORMg. Por comodi-
dad, omitimos las funciones auxiliares:

1. Caso base:

» var(T) =wvar(L) =0.
= Sean p|; € Pdg, t1,...t, € TERMg. Entonces var(p(ti,...t,)) =
k

U var(t;).
i=1
» Sean t,s € TERMg. Entonces var(t = s) = var(t) Uvar(s).

2. Caso recursivo:

w var((—p)) = var(yp).
= var((e)) = var(p) Uvar(y).
w var((Qz ¢)) = {a} Uvar(p).

2.3. Eliminacién de paréntesis

Al igual que en logica proposicional, nos seran tutiles unas reglas de omision
de paréntesis:

1. Los paréntesis externos pueden omitirse. Esto no da lugar a ambigiiedad.
2. Conectivas y cuantificadores se aplicaran en este orden: =, A, V, —, >V, 3.

3. Cuando hay varias conectivas del mismo tipo seguidas, se asocia siempre
por la izquierda.

Un par de ejemplos de aplicacion de estas reglas en formulas con cuantificadores:

Vee ¢ e (Vz(p— 1))
Jrp AVyy es (Fz(pA(Yyy)))
De nuevo, las reglas que adoptamos no son universales y varian de autor a au-
tor (por ejemplo, en muchos casos los cuentificadores tienen méaxima prioridad,
en vez de minima prioridad como supondremos en este manual).
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2.4. Variables libres y ligadas

Consideremos las siguientes formulas de primer orden:
s Vzor=3
nx=3

La primera formula se puede traducir informalmente como ‘para todo x, = es
igual a 3’. Intuitivamente, podemos decir que el cuantificador V esté afectando
al significado de x. Sin embargo, en la segunda féormula, x no aparece afectada
por ningin cuantificador. En general, diremos que una variable es ligada en una
férmula ¢ si siempre aparece afectada por un cuantificador, como en el primer
ejemplo, y diremos que es una variable libre en ¢ si aparece alguna vez sin estar
afectada por un cuantificador. Formalicemos estos conceptos:

Definicién 2.16. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Definimos recursivamen-
te la funcion lib : FORMg — P(Var), que nos lleva cada formula al conjunto
de sus variables libres:

1. Caso base: Sea ¢ € FORM ATgs. Entonces, lib(¢) = var(y).

2. Caso recursivo:

w [ib(—p) = lib(p).

w [ib(pOy) = lib(p) U lib(y).
= lib(Qz ¢) = lib(p) \ {z}.

Definicién 2.17. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Definimos el conjunto
de sentencias, SENTg, como el formado por aquellas ¢ € FORMg tales que
lib(p) = 0.

2.5. Algebras e interpretaciones

Hasta ahora hemos venido considerando cuestiones sintécticas sobre las for-
mulas. Lo que queremos ahora es abordar su semantica, esto es, su comporta-
miento cuando les damos una interpretacién determinada. Comenzamos defi-
niendo la estructura de la que tomamos el significado de los simbolos de una
signatura:

Definiciéon 2.18. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) una signatura. Una S-dlgebra o
S-estructura es una tupla

A= (A, {c"[c € Cts}, {f*| f € Fns}, {(p™ |p € Pds})
De modo que:

= A, el conjunto soporte, verifica que A # ().
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» SiceCtg, e A
» Si f|p € Fng, f2: AF — A

= Sip|p € Pdg, p* : A¥ = Bool.

Por convenio, un simbolo f de funcién O-aria tendré asociada una funcién
f*: {0} — A. Es decir, sera una funcién desde el conjunto de un elemento
{0} en A. Esta claro que estas funciones pueden identificarse con elementos de
A, identificando f con f()). De modo que las funciones 0-arias van a llevar a
cabo esencialmente la misma funciéon que las constantes, y de hecho, aunque
aqui usaremos constantes, toda la logica de primer orden se puede desarrollar
sin constantes usando funciones 0-arias.

De igual forma, un simbolo p de predicado 0-ario tendra asociada una funcién
p {@} — Bool. Es decir, igual que con las funciones 0-arias, podemos asociar
a cada predicado 0-ario un valor de Bool, V o F. En esto se asemejaran a
los simbolos de proposiciéon de logica proposicional, a los cuales asigndbamos
(mediante las asignaciones de verdad) un valor de Bool.

Ejemplo 2.19. Consideremos la signatura Nat := ({0}, {42, *|2, s]1 }, {< |2})
que presentamos previamente. La forma natural (aunque no la tinica) de asignar
significados a estos simbolos seria la S-algebra:

Unvar i (N, {03or, (o ver e, 3ot ), (e}, dondes

N es el conjunto de los nimeros naturales: {0,1,2,...}.
» 0%Vet serd el niimero natural 0.

s +3Nat serd la funcién suma en los naturales, + : N2 — N; (m, n) — m+n.

#3Nat sera la funcion producto en los naturales, * : N2 — N;(m,n)
m*n.
s%Nat gera, la funcién sucesor en los naturales, s : N — N;n +— n + 1.

s <*wat: N2 — Bool serd la funcion que cumpla <*~Net (m,n) = V si
m < mn,y <3¥Net (m,n) = F en caso contrario. Es decir, <®~at (m,n) sera
verdadero si y solo si m < n.

Es importante distinguir los simbolos de sus objetos asociados, ya que en algunos
casos, como 0, suma y producto en este ejemplo, representamos igual ambas
cosas. En el siguiente ejemplo habra una clara distinciéon entre los simbolos y
sus objetos asociados.

Ejemplo 2.20. Vamos a ver otro ejemplo de algebra para la signatura Nat.
Sea 2 = ({A, O}, {0¥}, {+3, 5%, s¥}, {<¥}) tal que:

= 0% = A,
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s 2 {A O = {A O o A

= 2 2 {A,OF = {A,0), (z,9) = O.
» <% A O = Bool, (z,y) — V.

Como veremos en interpretaciones, la expresion

*(+(s(0),5(0)), s(s(s(0))))

en 2 se refiere a () ya que, desarrollando, esa expresion corresponde a:

, mientras que en Apn,; podemos ver de forma similar que la expresion se
refiere a 6.
Sin embargo, si intentamos ver a qué se refiere el término +(s(x), s(0)), tiene
una variable que todavia no sabemos como interpretar. Informalmente, las va-
riables suelen referirse a objetos que no hemos determinado. En nuestra segunda
algebra, x podria referirse a A o a (. En ambos casos, +(s(x), s(0)) se refiere
a (O en 2. Sin embargo, en A4, el valor que tome la expresion dependera del
valor que tome la z.

Lo anterior muestra que es necesario definir una funcién especial para dotar
de significado a las variables:

Definicion 2.21. Sea S signatura. Una S-interpretacion es una tupla J :=
(A, o) con:

m 2 es S-dlgebra de soporte A.
= g:Var — A

Ejemplo 2.22. Asi, en el ejemplo anterior, tomando una N at-interpretacion
o : Var — N, podemos interpretar +(s(z),s(0)): si por ejemplo o(zx) = 7,
estamos ‘asignando’ a la variable z el valor 7, por tanto a la expresion total le
asignariamos el valor:

_|_2lzvm, (sQlNa,t (a(x)), gANat (OQlNat))
= e (57 (7), 5% (0)

= ¥nar(8 1)

=9
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Ahora extendemos este concepto a términos, como ya hemos hecho intuiti-
vamente en los dos tltimos ejemplos:

Definicion 2.23. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura, J := (2, o) S-interpretacion.
Definimos recursivamente la interpretacion de los términos t € TERMg, t7, co-
mo:

= Caso base:
e Sice Ctg, @ =c*.
e Siz e Var, 27 =o(x).
= Caso recursivo:
e Si f|x € Fng, t1,...,tx € TERMsg, f(t1,...,tx)” = f2(t{,...,t]).

Antes de pasar a la interpretacion de férmulas, conviene establecer la si-
guiente notacion: dada la S-interpretacion J := (2, o), por el simbolo J[a/x]
designamos la S-interpretacion determinada por (2, ofa/x])

Definicién 2.24. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg), 7 := (2, 0) S-interpretacion, con
A conjunto soporte. Definimos recursivamente la interpretacion de las formulas
¢ € FORMg, ¢”, como:

= Caso base:
e Sip=T,p'=V.
e Sip=1,¢7=F.

e Sigp=1t=s contsc TERMg; entonces ¢ =V sit? = 57 y
@7 = F en otro caso.

Si o = p(t1,...,t), con t1,...,tx, € TERMg, p| € Pdg; entonces
0’ =V sip*(t],...,t]) =V y p? = F en otro caso.

= Caso recursivo:

o Sip =01, o7 =v.(p).
Si ¢ = 1002, ¢ = va(p7, ¥3).

* Si ¢ =V, con & € Var; entonces o7 =V, si para todo a € A,
@f[a/m} =V;y ¢’ = F en otro caso.

e Si p =3z, con x € Var; entonces ¢” =V, si existe a € A tal que
gof[a/r} =V;y ¢’ = F en otro caso.

Describamos el concepto de consecuencia logica para logica de primer orden:

Definicion 2.25. Sea S signatura. Sean ® C FORMg, ¢ € FORMg, J S-
interpretacion. Decimos que J satisface ¢, JE ¢, si p” = V. Analogamemente,
A satisface ®, T E ®, si )7 =V, para cada 1) € .

3Recordemos que denotamos respectivamente por f[b/a](z) a f(z),siz # a,y a b, siz = a.
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Definicién 2.26. Sea S signatura. Dados ® C FORMg y ¢ € FORMg, de-
cimos que ¢ es consecuencia logica de @, ® F ¢, si toda S-interpretacion J tal
que J F @ verifica J F ¢.

Esta claro que () F ¢ es equivalente a que toda interpretacion verifica . En
estos casos, podemos escribir F ¢ en vez de () F .

Definicién 2.27. Sea S signatura. ® C FORMg se dice satisfactible si existe
una S-interpretacion J tal que J E ®. & se dice insatisfactible si no existe tal
S-interpretacion J.

Fijada una signatura .S, podemos clasificar cada férmula ¢ como:
= Satisfactible, si existe alguna S-interpretacion J tal que J F ¢.

o Tautologia, si J F ¢ para toda S-interpretacion J, es decir, F ¢

e Contingencia, si es satisfactible pero no tautologia.

= Contradiccion, si no es satisfactible.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.28. La formula ¢ = Jxa = x siempre es una tautologia. En esta
afirmacion juega un papel importante que el conjunto soporte, A, no es vacio.
Por tanto dada una signatura S y una S-interpretacion J, existe un elemento
la/z] _y/

cumple que a = a. Como hay un elemento a € A tal que gof[a/m} =V, tenemos

que ¢? = V. De hecho, como esto sucede para todo elemento a € A, también
sera una tautologia la formula Vr z = x.

a € A. De modo que llamando ¢ = x = x, tenemos que gp‘; , ya que se

Ejemplo 2.29. Consideremos la signatura S := (#, 0, {R|2}) y las formulas
¢ 1= JaVy R(z,y)

Y = Vydz R(x,y)

Veamos que ¢ F 1. Para ello, vamos a ver qué significan ¢ y ¢ en términos del
conjunto soporte.

Sea J S-interpretacion de soporte A tal que J F . Entonces, existe un
a € A tal que J[a/z] E Vy R(z,y). Por tanto, para todo b € A se cumple que
3la/a)lb/y) F Riz,y).

Es decir, J F ¢ significa que existe un elemento a € A que esté relacionado
con todos los elementos del conjunto soporte A mediante la relacion R.

Ahora, sea J S-interpretacion de soporte A tal que J F 1. Entonces, para
todo ¢ € A, Jlc¢/y] E Jx R(zx,y). De la misma forma, existe d € A tal que

Ie/ylld/x] = R(z,y).
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Es decir, J F 1) significa que para todo elemento ¢ € A existe algiin elemento
d del conjunto soporte A tal que d esté relacionado con c.

Claramente, si tenemos el primer caso tenemos el segundo, porque para to-
do elemento ¢ € A, a estéa relacionado con ¢, por tanto existe algiin elemento
relacionado con c. Por tanto, ¢ F 1.

Veamos que la implicacién reciproca, 1 F ¢, no es cierta en general.

Para ello damos el siguiente contraejemplo: sea el S-algebra A := (A, (), {R*}),
con A := {1,2,3} y R* : A2 — Bool dada por (1,2),(2,3),(3,1) ~ V,
(z,y) — F en otro casdﬂ

Sea G = (2, o) una S-interpretacion. Evidentemente, para todo a € A existe
b € A tal que Gla/y][b/xz] E R(z,y):sia=1,b=3;sia=2,b=1;sla=3,
b = 2. Por otro lado, es imposible que exista ¢ € A tal que, para todo d € A,
Jle/z][d/y] E R(z,y), ya que ningan elemento esta relacionado con todos. Por
tanto G satisface ¥ pero no satisface ¢.

Ejemplo 2.30. p_o = (FzVef(z) = 2) A (VaVy f(x) = fly) > x = y) es
una contingencia. Notese que nos dice que f es (simbolo de) una funcion inyec-
tiva y no sobreyectiva. En concreto, esto implica que el cardinal del conjunto
soporte de cualquier S-algebra inducida por una S-interpretacion J que satisfa-
ce p—oo tiene que ser infinito. Esto se debe a que el simbolo de funcién f tiene
asociada una funcion f* : A — A que es inyectiva y no sobreyectiva, lo cual no
puede pasar si A es finito.

Ejemplo 2.31. p_ := (Jz Iy —x = y) AVz (2 = yV z = x) es una contingencia.
Nos dice, en concreto, que el cardinal del conjunto soporte de cualquier S-élgebra
inducida por una S-interpretaciéon tiene que ser igual a 2.

2.5.1. Axiomas de Peano

Recordemos la signatura Nat definida en Este lenguaje fue introducido
por Peano para describir los nimeros naturales usando los simbolos de suma,
producto, sucesor y menor o igual. Para describir los naturales podrian consi-
derarse estos axiomas:

1. Va —s(z) =0
2. VaVy s(z) =s(y) >z =y
3. Veax+0=z

4. Vo Vy x4+ s(y) = s(z +v)

4En ocasiones es mas comoda la notacion conjuntista, es decir, en vez de dar R¥ como una
funcion R* : A" — Bool, podemos darla como el subconjunto {a € A" | R¥(a) = V}. Por
ejemplo, en este caso, R¥ seria el conjunto {(1,2),(2,3),(3,1)}
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5. Vzxx0=0
6. VaVyx x s(y) = (xxy)+
7. VaVy (x <y Jzax+s(z) =y)

Llamamos @ al conjunto de las anteriores sentencias. Es facil comprobar que
en la Nat-algebra Ay, introducida en [2.19] cualquier interpretacion satisface
los axiomas de Peano. Sin embargo, también hay otras estructuras con esta
propiedad. De hecho, como veremos en cualquier conjunto de sentencias
que se cumplan en los naturales también se cumplirdn en alguna estructura de
conjunto soporte no numerable.

2.6. Sustitucidon

El ejemplo [2:29 muestra que la determinacion de la consecuencia logica en
particular y de la satisfactibilidad en general es una tarea costosa. Motivados
por este hecho, investigamos relaciones sintacticas que nos permitan trabajar
méas comodamente. Comenzamos por el concepto de sustitucion, que ya estuvo
presente a lo largo del anterior capitulo.

De ahora en adelante, denotamos vectores de elementos de un determina-
do conjunto con una raya horizontal sobre una letra. Normalmente empleamos
la misma letra para referirnos a los elementos de tal vector. Por ejemplo, da-
da la signatura S y el conjunto soporte de cierta S-algebra, A, designamos
a:=(a,...,an) con a; € A, paratodo i =1,...,n.

Comenzamos definiendo la sustitucién para términos:

Definicién 2.32. Sea S signatura. Sean t € TERMg, T := (x1,...,%,) vector
de Vary s:=(s1,...,8,) vector de TERMg. Definimos la sustitucion de T por
s en t como:

« Site Cts, t[5/7] =t

» Sit e Var, t[s/T] = s; si t = x;, para cierto i, y t[5/Z] =t si t # x;, para
todo 7.

w f(t1,...t,)[5/Z] = f(t1[5/Z), ..., tn[5/T]).
Pasamos a la sustituciéon para formulas:

Definicién 2.33. Sea S signatura. Sean ¢ € FORMg, T := (z1,...,2y) vector
de Vary s:=(s1,...,8,) vector de TERMg. Definimos la sustitucion de T por
S en @ como:

= Caso base:

o T[5/7]

T.
o L[5/7]=1
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o (t1 = 12)[5/7] = (11[5/7] = t2[5/7]).
 Siply € Pdsyty,...,tx € TERMs,p(ty, ..., tx)[5/Z] = p(t1[5/7], ..., t[5/Z]).

» Caso recursivo:

o (mp)[5/7] = (=pl5/7]).
¢ (»10¢2)[5/7] = (¢1[5/Z]0pa[5/7]).
e (Qx ¢)[5/x] se define por casos:

o Qrls/z),sizx ¢ zyx¢ U, var(s:).

0 QT V(815 38i—158it1s-+8n)/(T1, o, Ti1, Tit1 ..., Ty)], sl =
r,ezyx¢ U var(s;).

o Qz plz/z][5/z] si x € U}, var(s;), siendo z una variable nueva,
es decir, que no esta en 7, |J;_, var(s;) o ¢.

Si queremos sustituir un solo elemento, no un vector con varios, podemos
omitir la raya horizontal sobre la letra (aunque también puede interpretarse co-
mo un vector de un elemento).

En ocasiones haremos uso de la siguiente notacion:

flt1, .. tn)[3/Z] = f(t1, ... ta)[s1/®1, .-, Sn/Tn)].
Ejemplo 2.34. Si llamamos a := h(z) y b:= f(x,y), entonces

[, y)lh(x)/z, f(z,y)/y] = f(W(2), f(2,9)).

Nota 2.35. Vemos que el caso recursivo Qxp de la sustitucion se divide en tres
subcasos. El primer caso se da cuando no hay ningin problema. El segundo caso
se introduce para no tener que sustituir variables ligadas.

En el tercer caso, introducimos una variable nueva. Si no lo hiciéramos asi,
podria darse que al hacer la sustitucién, una variable libre pasara a ser una
variable ligada, un fenémeno conocido como colision. Por ejemplo, consideremos
la formula

Y=3dr y <.

Si queremos sustituir y por x en esa férmula, no nos gustaria obtener Iz x < .
Esta formula tiene un significado claramente distinto a la anterior. Por eso en
estos casos cambiamos la variable x por una nueva variable z, obteniendo

Ylz/y] =32 (y <z)[z/z][z/y] =32 <2

2.7. Lema de coincidencia

Mas adelante nos ser4 util el estudiar las relaciones entre diferentes interpre-
taciones y signaturas. Para ello nos ser4 ttil el lema de coincidencia, ademas de
para demostrar el lema de sustitucion de la proxima seccion.

Comencemos con la siguiente
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Definiciéon 2.36. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Definimos recursiva-
mente el vocabulario para términos, voc, como:

= Caso base:
e voc(c) = {c}, para todo ¢ € Ctg.
e voc(z) = ), para todo = € Var.

k
= Caso recursivo: voc(f(t1,...,tx)) = {f} U U voc(t;), con f|p € Fng,

=1
ti1...tp, e TERMg.

Definiciéon 2.37. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Definimos recursiva-
mente el vocabulario para férmulas, voc, como:

= Caso base:

o voc(p(ty,... tg)) = {p} U ij voc(t;), con ply € Pdg, t1...t €
TERMs. =

e voc(t = s) = voc(t) Uvoc(s), con t,s € TERMsg.

e voc(T) =wvoc(L) = 0.

» Caso recursivo:

o voc(—p) = voc(p), con p € FORMg.
o voc(p) = voc(p) Uwvoc(rp), con p,1p € FORMg.
e voc(Qx ) = voc(p), con p € FORMg vy x € Var.

Es decir, el vocabulario de una expresion, sea término o férmula, es el con-
junto de elementos de la signatura (simbolos de constante, funcion y predicado)
que aparecen en ella.

Ahora consideramos:

Definicién 2.38. Sean S; = (Cts,, F'ng,, Pds,), S2 = (Cts,, Fns,, Pds,) sig-
naturas. Definimos la signatura union y la signatura interseccion respectiva-
mente como:

S1 U Sy :=(Ctg, UCtg,, Fng, UFng,, Pds, U Pdg,),

S1 NSy = <Ct5’1 NCts,, Fns, N Fng,, Pdg, ﬂpd52>.

Ya que podemos obtener nuevas signaturas a partir de otras, es decir, nuevos
conjuntos de simbolos, nos interesa estudiar qué ocurre con las interpretaciones,
es decir, con los significados de los simbolos. Esto motiva la nocién de coinci-
dencia:

48



Definiciéon 2.39. Sean Sp, S, signaturas, J; = (;,01) una Sj-interpretacion
y J2 = (23, 02) una Ss-interpretacion con el mismo conjunto soporte. Conside-
remos S := S1NSy, t € TERMg. Decimos que J1 y Jo coinciden en t, Iy ~y Jo,
si:

1. ¢”1 = ¢%2, para todo ¢ € voc(t), ¢ € Ctg.
2. 71 = 272 para todo x € var(t).
3. fA1 = f*2 para todo f € voc(t), f € Fns.

Definicién 2.40. Sean Sy, S; signaturas, J; = (204, 01) una S;-interpretacion y
Jo = (25, 09) una Ss-interpretacion con el mismo conjunto soporte. Considere-
mos S := 51N Y2, ¢ € FORMg. Decimos que J1 y Jo coinciden en @, J1 ~, Ja,
Si:

1. ¢7t = 72, para todo ¢ € voc(y), ¢ € Ctsg.
2. o1(x) = oa(x), para todo x € lib(p).

3. fM1 = f*2 para todo f € voc(yp), f € Fng.
4. p™ = p¥2_ para todo p € voc(p), p € Pdg.

Ya estamos en disposicion de enunciar el resultado que da nombre a esta
seccion:

Teorema 2.41. (Lema de coincidencia) Sean S1,Sy signaturas, I, = (1, 01)
una Sy-interpretacion y Jo = (s, 02) una Sa-interpretacion con el mismo con-
junto soporte. Consideremos S := 51 N Ss.

1. 8i 31 ~¢ Jo, cont € TERMg, entonces t7 = t72.
2. SiJy ~y Jo, con ¢ € FORMg, entonces I = Iz,

Es decir, la primera parte nos dice que el significado de un término bajo
una interpretacion solo depende de los significados de las constantes, variables y
funciones que aparecen en ella. La segunda nos dice algo parecido para férmulas,
solo que ademéas nos dice que el significado de una féormula no depende del
significado de sus variables ligadas, solo importan las libres.

Demostracion.
1. Induccion estructural. Caso base:

= Sit=pconp e Ctg, entonces p € voc(t), por tanto como J; ~y Ja,
tenemos que p:il = p32.

m Sit=x conx € var, entonces x € var(t), por tanto como J; ~; Jo,
se cumple 27t = 272,
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Caso inductivo: t = f(t1,...,t,), paraty,...,t, € TERMg. Como voc(t;) C
voc(t) y var(t;) C var(t), se cumple que J; ~y, Jo, i =1,...,n.
Por tanto por induccién tenemos t?l = tijz, de modo que:

Ftr, oo tn)® = @ 3 = 2432, 132) = f(ty, ... t)72,
Donde hemos usado que f € voc(t), por tanto f2: = f¥z.
2. De nuevo, induccién estructural. Caso base:

= pes T o L. Caso obvio.

m p =t; = ty. En este caso, voc(t;) C voc(p) y var(t;) C var(p). De
modo que J; ~y, Jo,% = 1,2, y por el apartado anterior se cumple
que t7' = t72,i = 1,2. Por tanto ¢”* es V si y solo si t]' = 3" si y
solo si t]2 = 3 si y solo si 72,

= o =p(ty,...,t;). En este caso,igual que en el anterior tenemos t?l =
t72. Ademas, p € voc(ip), por tanto p** = p*2. De modo que 7! es
V siy solo si p1 (51, ...,t31) = V si y solo si p*2(tJ2,...,t32) =V
siy solo si @72 es V.

Caso inductivo:

= ¢ = —p;. Entonces voc(p) = voc(p1) v lib(p) = lib(¢y). Por tanto,
J1 ~¢, J2, y por hipotesis de induccién, <p:171 = gof? De modo que
P71 = v () = v (9]7) = 972

s Si ¢ = p10ps. Igual que en el caso anterior, tenemos que (p?l
#;%,i = 1,2. De modo que: o™ = v(pi’,93') = vo(pi®,93°) =
2.

s ¢ = Jzpr. Como Ty ~, Jo, ¥ tenemos voc(p) = voc(pr), lib(p) =
lib(p1) \ {z}, sabemos que Ji[a/x] ~,, J2[a/x], ya que la Gnica dife-
rencia de interpretaciones de J; y J2 en o1 que no se daen @ es en la

variable , y J1[a/z] y J2[a/x] coinciden en la variable . Ahora, 71
J1la/x]

es V siy solo si existe a € A tal que ¢j = V. Pero esto equivale
a que exista a € A tal que gofz[a/x] =V, es decir, a que @72 sea V.

= ¢ = Vap,. Igual que en el caso anterior, sabemos que Ji[a/x] ~,
Jsla/z]. Ahora, ¢ es V si y solo si para todo a € A se cumple
Jila/a]
Talosal
a/x

o1’

= V. Pero esto equivale a que para todo a € A se cumpla
=V, lo cual equivale a que ¢7? sea V.

O

Nota 2.42. Seant € TERMg, ¢ € FORMg tales que existen x1,...,x, € Var
de modo que var(t) C {z1,...,x,} y lib(¢) C {z1,...,2,}. El Lema de Coin-
cidencia nos dice que el significado que tome cada variable que no pertenezca a
{z1,...,2,} no afectara a los significados de t y .

Es decir, dada una interpretacion J = (2, 0), ¢’ solo depende de 2 y de
o(x1),...,0(xy).
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Ejemplo 2.43. En el ejemplo anterior, si ¢ es una formula cerrada, lib(p) = )
y entonces podemos tomar n = 0. Es decir, el significado de ¢ depende solo de
el algebra, no de la interpretacion.

2.8. Isomorfia

Seguimos nuestro estudio de las relaciones entre signaturas e interpreta-
ciones. Introducimos a continuaciéon un concepto empleado constantemente en
matemaéticas. En nuestro caso, captura la idea de una aplicacién que ‘preserva
el significado’ entre dos algebras de la misma signatura:

Definicién 2.44. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Sean 2(; y 205 S-algebras
de conjuntos soporte respectivos A; y As. Una aplicacion h : A; — As es
isomorfismo de S-dlgebras si:

= h es biyectiva.
s h(cM1) = ¥z, para todo ¢ € Ctg.

» A(fM(ay,...,a,)) = f22(h(ar),...,h(ay)), con f|, € Fng, ai,...,a, €
Ay,

» pMi(ay,...,a,) = p*2(h(ar),...,h(a,)), con p|l, € Png, ay,...,a, € Ay.

Si existe un isomorfismo entre 2, y 2, decimos que son isomorfas y lo deno-
tamos por Ay ~ 2As.

Definicion 2.45. Sea S = (Ctg, Fng, Pdg) signatura. Sean J; = (21,01) y
Jo = (Aa, 09) S-intepretaciones. Una aplicacion h es isomorfismo de S-interpretaciones
si:

= h es isomorfismo entre las S-dlgebras 2y y 2As.
» h(o1(x)) = o2(x), para todo x € Var.

Cuando existe un isomorfismo entre J; y J3, decimos que son isomorfas y lo
simbolizamos por J; ~ Js.

Ejemplo 2.46. Consideremos la signatura caracteristica de los grupos, S :=
({e}, {*]2},0). Sean los grupos (Zs,+) y (A,-) dado por A = {a,b} con:

al|b
alalb
b|b

Entonces tenemos dos S-algebras:

2 = <ZZa {O’ 1}’ {+}’ ®>
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Ao = <A7 {a7 b}7 {}7 @>
Entonces, la aplicacion h : Zy — A dada por h(0) = a y h(1) = b es un
isomorfismo, es decir, h : 21 ~ As.
Este lema técnico nos permitira probar el siguiente teorema:

Lema 2.47. Sea S = (Ctg, Fng, Pds) signatura. Sean J1 = (y,01) y Jo =
(Ao, 09) S-interpretaciones de conjuntos soporte Ay, As tales que existe h : J1 =
J5. Sea a € Ay.

Entonces, J1[a/z] =~ Tz[h(a)/x]. De hecho, la misma funcién h : Ay — As es
isomorfismo entre Ji[a/x] y J2[h(a)/x].

Demostracion. Esta claro que se cumple h(oq(y)) = o2(y) para todas las varia-
bles excepto x, ya que si y € Var\ {z}, h(oi[a/x](y)) = h(o1(y)) = o2(y) =
oa[h(a)/z](y).

Respecto a la variable z, h(o1[a/z](x)) = h(a) = o2[h(a)/z](x).

Queda entonces comprobar que h es isomorfismo entre las algebras de J; y Jo.
Pero esto es directo, ya que estas algebras son 241 y 2s. O

El siguiente resultado muestra que los isomorfismos entre S-interpretaciones
se extienden a las formulas y los términos de tal signatura S.

Teorema 2.48. (Lema de Isomorfia) Sea S = (Cts, Fng, Pdg) signatura. Sea
h isomorfismo entre las S-interpretaciones J1 y Jo. Entonces:

1. Para todo t € TERMg, h(t7) = t72.

2. Para toda p € FORMs, 7' = 72, y por tanto J1 E ¢ si y solo si Jo E .
Demostracion.

1. Por induccién estructural sobre t € TERMg:

= Caso base:
e Sit=c, con c € Ctg, entonces h(t’1) = h(c™) = 72 = t72.
e Sit=ux, conx € Var, entonces h(t’t) = h(z”1) = h(oy(z)) =
oa(x) = 272 =172,
= Caso recursivo: Si t = f(t1,...,tn), con f|, € Fng y t1,...,t, €
TERMg cumplen el enunciado, entonces:

h(f(t, .. ta)?) = R(F (], 100)) = fR2(h(t]Y), ... h(t])) =
(2, 602) = ftr,. .. ta) ™

2. Por induccién estructural sobre ¢ € FORMg:

= Caso base:
e Si p =T, entonces p7* = Tt =V = T2 = ©72 y andlogo con
L.

e Sip=1t=sparat,s € TERMg, entonces J; F ¢ si y solo si
t91 = 591 si y solo si (por ser h inyectiva) h(t71) = h(s71) siy
solo si t72 = 572 si y solo si J; F .
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e Si ¢ = p(t1,...,tn), con p|, € Pdg y t1,...,tn, € TERMg
cumplen el enunciado, entonces p(ty,...,t,)7 =V, si y solo si
Pty .. t30) =V siy solo si p*2 (h(t1), ..., h(t3)) =V siy
solo si p*2 (tij?, cot32) =V siy solo si p(ty, ..., )72 = V.

= Caso recursivo:

e ¢ = —p;. Entonces, 7t es V si y solo si v (p7") es V si y solo
si vo(p72) es V siy solo si 972 es V.

e © = 10py. Entonces, o7 es V si y solo si vg(e]', ¢3') es V si
y solo si vg ((pr, goib) es V siy solosi @2 es V.

e © = Jxp;. Entonces, 7t es V si y solo si existe a que cum-

ple gofl[a/ 2l — V. Como por hipétesis inductiva el enunciado se
Jila/z] _
cumple para ¢;, usando el lema [2.47| tenemos que ¢ =V
equival Jola/x] . .
quivale a ] = V.Y que exista a que cumpla esto es equi-

valente a que 72 sea V, como queriamos.

e © = Vx ;. Entonces, 7t es V si y solo si para todo a se cum-

ﬁl[a/ ?} — V. Como por hipétesis inductiva el enunciado se

cumple para o1, usando el lema m tenemos que gpfl[a/z] =V

equivale a @fz[a/ d_vy.y que esto se cumpla para todo a es

equivalente a que @72 sea V, como queriamos.

ple ¢

O

2.9. Lema de sustitucion

Proseguimos nuestro estudio de la sustituciéon. A continuacién obtenemos el
resultado anélogo al que ya demostramos en légica proposicional.

Teorema 2.49. (Lema de sustitucion) Sean S = (Cts, Fng, Pds) signatu-
ra, J S-interpretacion de conjunto soporte A. Sean T = (x1,...,%Tn) y T :=

(t1,...,t,) vectores de Var y TERMg, respectivamente. Denotemost® = (t7, ...

y J = J[t?/z]. Entonces:

1. Sis € TERMsg, (s[t/7))” = s7.

2. Sip € FORMg, (p[t/Z])” = @7, es decir, TE ¢[t/z] si y solo si T E ¢.
Demostracion.

1. Por induccién estructural.

= Caso base:
e Si s =c¢, con c € Ctg, entonces s = s[t/T] = ¢, y se cumple
c? =c¢7, yaque Jy J tienen la misma algebra.
e Sea s =z, con z € Var. Si z no esta en Z, entonces z[t/z] = =,
y como z7 = x7, tenemos el resultado. Siz = z;, con z; el
elemento i-ésimo de z, (z[t/z])? =t = 71/7 = 27,
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= Caso recursivo: Sea s = f(r1,...,7%), con fl|p € Fngy ri,...,rg €
TERMs. Entonces, (f(r1,...,m1)[t/7))° = (f(r1[t/7], ..., ri[t/7]))° =
F2((r[t/2))?, ..., (ri[t/Z])?) v aplicando la hipotesis de induccién,
lo anterior es igual f*(ry, .. 7’,‘3) flre,...,ri)7.

2. Por induccién estructural.

= Caso base:
e Sip=T, (p[t/z])° =V = ¢7. Anélogo con L.
e Sip=r=s conrs € TERMs. Entonces ((r = s)[t/7])? =
(r[t/z] = s[t/z])7, que es cierto si y solo si r[t/z])7 = s[t/z]” si
y solo si, por hipotesis de induccion, 7 = s7, es decir, si y solo

siJEr=s.

e Si ¢ = p(ry,...,Tk), con p|;€ € Pds, r1,...1. € TERMg, en-
tonces (p (1"1, core)[E/2)? = (p(r1[t/Z), ..., r[t/z]))? es igual a
p*((r1[t/z])?, ..., (re[t/Z])?), que por hipotesis de induccion es
igual a pA(r‘ly, ooy =plre, . re)Y

= Caso inductivo:

o Si ¢ = —, entonces ((=¢)[t/2])” = (= [/ D)7 = v ((W[t/2])7),
que por hipétesis de induccion es v (7)) = (—ap)7.

* Si p = ¥y, entonces (wOx)[t/z])” = ((lt/2])D(x[t/2]))? =

v ((¢ [t/x]) (x[t/7))?), que por hipétesis de induccion es vy (7, x7 ) =
(ﬂﬂx)

e Veamos el caso Vz . Supongamos que x no es ninguno de los
elementos del vector Z, ya que si esto fuera cierto y x corres-
pondiera a la variable i-ésima de Z, z;, por como hemos definido
sustitucion tendriamos que

(Vfﬂ QD)[{/(E] = (VZL’ (p)[(tl, .. ~ti—1ati+1, PN ,tn)/(ﬂfl, BIRIRI( o7 S [P /7 T [N ,xn)],

es decir, nuestra sustituciéon es igual a otra sustitucién en que

Tenemos entonces dos casos, x € var(t;) para algini=1,...,n
o no. El primero resulta ser mas complicado y nos limitamos a
hacer ese:

Supongamos x € var(t;) para cierto 1 < i < n, con t; el i-ésimo
elemento de t. Entonces, introduciendo la variable nueva z,

(Vo @)[t/z] = Vz plz/a][t/ ]
Entonces, J F Vz p[z/z][t/Z] es equivalente a que para todo a €

A, Jla/z] E ¢[z/z][t/Z]. Aplicando la hipotesis de induccion a
Jla/z] ¥ a ¢, lo anterior equivale a que para todo a € A,

(3la/D)[E/ /2] & pl2/2]
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Notese que, al ser z variable nueva, z ¢ var(t;), para todo 1 <

1 < ny por tg[a/ d = t7. Lo anterior es entonces equivalente
a que para todo a € A:

(3la/2))[E /7] F olz/2]

Por ser z nueva, se sigue también que es distinta de todo elemento
de 7. De modo que (J[a/2))[t”/z] = J[t°/7][a/2] = Tla/z], ¥
entonces lo anterior es cierto si y solo si para todo a € A,

Jla/z] F ¢lz/x]

De nuevo, por hipotesis de induccion sobre J[a/z] y ¢, lo anterior
se da si y solo si, para todo a € A,

Tla/Z)[z71/" [a] £ ¢
esto es, usando que z71%/% = q,

(Jla/z])[a/x] F ¢
Por ser z variable nueva, J[a/z] ~, J y empleando @Jla/2l =
7 . Finalmente, lo anterior es equivalente a que para todo a € A,

Tla/x]F ¢

es decir, J F Vx ¢. El caso 3z ¢ es analogo.

2.10. Equivalencia légica. Forma prenexa

Algunos de los ejemplos precedentes muestran que operar con interpretacio-
nes no es tarea comoda. Por ello, debemos investigar relaciones entre los signos,
que nos faciliten un futuro estudio de su semantica. De nuevo, la nocién principal
para este proposito es la de equivalencia ldgica:

Definicion 2.50. Sea S signatura, ¢, € FORMg. ¢ y % son ldgicamente
equivalentes, ¢ ~ 1, si para toda S-intepretacion J, 7 = 47, es decir, J E ¢ si
y solo si J F

Proposicion 2.51. Sea S signatura, ¢, € FORMg. Entonces son equivalen-
tes:

1. ¢ ~ .
2. Fp .

°No es dificil demostrar que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, es relacion de
equivalencia sobre FORMg.
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3. pEY yyvFEp.

Demostracion.

(1) = (2): Si ¢ ~ 9, p? =17 para toda S-interpretacién J, por tanto toda
interpretacién J cumple J F ¢ <+ ¢, como queriamos.

(2) = (3): Si F ¢ < ¥, toda interpretacion J solo puede satisfacer ¢ y ¥ o
no satisfacer ¢ ni . Por tanto, si una interpretacion satisface o, satisface ¢ y
viceversa.

(3) = (1): Sip F 9y ¢ E ¢, entonces una interpretacion satisface 1 si satisface
vy viceversa, por tanto satisface 1 si y solo si satisface . O

Evidentemente, las leyes de equivalencia del célculo proposicional siguen
siendo véalidas en logica de primer orden. Ademas, introducimos nuevas leyes en
las que aparezcen cuantificadores:

Teorema 2.52. (Leyes de equivalencia ldgica con cuantificadores)
1. Qr o ~ Quylu/z], siendo u variable nueva.
Si p ~ 1, entonces Qr o ~ Qx Y.
Vrp~drap, -Jrp~Vr-op.
Vo ~-dz—p, dre~ V.
St x # vy, entonces Qx Qy ¢ ~ Qy Qx .
Va (o Ap) ~ (Vo) A(Ve), 3z(pVy) ~ (Fze) v (Fry).
Six ¢ lib(y), Qr i ~ 1.
Six ¢ lib(y), (Yo o) AN~V (pAy),  (Fze) Ve~ Tz (e V).
(¥)
(¥)

9.00.\2.%9"1“9@?@

Si ¢ lib(y), ¥z (o Vo) ~ (Vo @)V (vas), 3z (pAY) ~ (o o) A (o).
10. Six ¢ lib(v), Ve o) = ¥ ~3x(p = ¢), (Bxp) = ~Va(e — P).
Demostracion.

1. Demostremos el caso V, el 3 se hace de forma analoga. Sea J S-interpretacion
de conjunto soporte A. J E Vu ¢[u/z] es por definicion equivalente a que,
para todo a € A,

Jla/u] E ¢lu/x].

Como u?1%/¥l = ¢ aplicando el lema de sustitucion lo anterior es
cierto si y solo si, para todo a € A,

(Ola/u])la/z] E ¢
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Al ser u variable nueva, (J[a/u])[a/z] ~, Jla/z] y nos dice que lo
anterior equivale a que, para todo a € A,

a/z] o,
que es la definicion de J F Vzx .

. Sea J S-interpretacion tal que J F Jz ¢, es decir, tal que existe a € A con
Jla/x] E ¢, y al ser ¢ ~ 1, lo anterior se da si y solo si existe a € A con
Jla/z] E 9, es decir, la definicion de J F 3z ). El caso V es analogo.

. Sea J S-interpretacion tal que J F —Vx ¢, es decir, J ¥ Vz p. Equivalente-
mente, existe a € A tal que J[a/x] E —¢, que es la definicion de T E Tz —.
El caso 3 es analogo.

. ~ = luego, aplicando (2), Va @ ~ Vo —-—p vy, por (3), Vo ——¢p ~
-3z —¢. El caso 3 es analogo.

. JF 3z Jy p siy solo si existe a € A tal que J[a/x] E Jy ¢ si y solo
si existen a,b € A tal que J[a/z][b/y] E ¢. Como x # y, Ja/z]|[b/y] =
Jb/y]la/z], por tanto lo anterior equivale a que existan a,b € A tales
que J[b/y][a/x] E ¢. Igual que antes, vemos que esto es equivalente a que
J F dy 3z ¢. El caso V es analogo.

. Sea J S-interpretacion tal que J F (Vzp) A (Vz1p). Esto, por es
equivalente a que J F Vz ¢ y J F Vz ¢. Entonces, en el primer caso tenemos
que, para todo a € A, Jla/x] E ¢ y en el segundo que, para todo b € A,
J[b/x] E 9. De esta forma, lo anterior es equivalente a que, para todo
c€ A, Jlc/x] E ¢y Tle/x] E 1, es decir, I[c/z] E p A, es decir, TE @ A1.
El otro caso se puede probar a partir del primero, ya que:

(V) ~ =@z (e VY)) ~ (Ve (e V) ~ (Ve (mp A=) ~
~ (Vo —p)A(Ve))) ~ = (Ve mp)V(Ve—y) ~ (Fz =)V (Iz ~—y) ~ FrpVIry,

donde hemos usado las leyes de equivalencia de légica proposicional, el
primer apartado de este ejercicio y la regla (4) para negar cuantificadores.

. En este caso, solo es necesario notar que J[a/z] ~, J y aplicar el Lema de
Coincidencia, [2.41

. Es una consecuencia directa de los apartados 6 y 7.

. Comencemos con el caso V.

Queremos demostrar que J E Vx ¢ V1 siy solo si JEVz oV Vry

= ) SiJ E Vz oV, para todo a € A se cumple J[a/z] F ¢V 1p. Dividimos
en casos:

= JE Vzp. En este caso, es obvio que se cumple J F Va ¢ V Vzip.
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» En caso contrario, existe a € A tal que J[a/z] ¥ . Entonces para
ese a tiene que cumplirse J[a/x] E 1. Pero entonces por la regla (7),
Jla/z] E Yap, por tanto T E Vo V Vap.

<) J E Va1 V Vo). Tenemos dos casos:

= J F Vai, es decir, para todo a € A, J[a/x] E . Esto implica que
para todo a € A, Jla/x] E ¢ V 9, es decir, T E Vz(p V ).

= J F Vay, es decir, para todo a € A, Jla/z] E ¢. Esto implica que
para todo a € A, J[a/x] E ¢ V1, es decir, TE V(o V ).

Pasamos a la segunda parte. Esta se puede hacer de forma analoga a la
anterior, aunque es mas rapido deducirla de la anterior:
Jz (@ AY) ~ ==Tz(p A1) ~ Vo (—p V 1) ~
~ (V) V (Vo)) ~ (2Vz—p) A (2Vz—ep) ~ (Fzp) A (Fzih).

Hemos podido usar la parte anterior de la regla ya que a € lib(v)) si y solo
si x € lib(—).

10. Estas ultimas reglas se pueden deducir de las anteriores:

(Vzp) =~ =(Vop) Vip ~
~ (3rp) Vi~ Tz (mp V) ~ Tz — .

Bre) =Y ~=Frp)Vih~ (Vo -p) Vip ~
~ (V2 =p) V (Vzp) ~ Va(-p V) ~ Vo (p — 1)),

O

Las leyes de equivalencia como 6, 8, 9 o 10 permiten escribir los cuantifica-
dores al principio de las formulas. Esto nos lleva a la siguiente

Definicion 2.53. Sea S signatura. Se dice que ¢ € FORMg estd en forma
prenexa si se puede escribir como: Q11 , ..., QnT, Y, con x; variable y (Q; cuan-
tificador, para cada 1 < i < n, y 1 libre de cuantificadores. 1 recibe el nombre
de naicleo.

Ahora bien, ;toda féormula tiene una férmula equivalente en forma prenexa?
Antes de dar una respuesta afirmativa a esta pregunta necesitamos el siguiente
lema:

Lema 2.54. Sea S signatura. Sean ¢, € FORMg, x € lib(¢), u € Var tal
que u una variable nueva. Entonces

(Qr o) Vip ~ Qu(plu/z] V).
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Demostracion. Es consecuencia de las reglas de equivalencia:
(Ve o) Vb ~ (Vuplu/z]) Vb ~ (Yuplu/z]) v (Vuy) ~ Vuplu/z] Vi)

Gz o) Ve ~ Quelu/z]) Vi ~ Queplu/z]) V (Fuy) ~ Juplu/z] Vi,

donde en el caso V hemos usado que u no aparece libre en . O

Proposiciéon 2.55. Sea S signatura. Entonces, para cada ¢ € FORMg eziste
1 € FORMg en forma prenexa tal que @ ~ .

Demostracion. La demostraciéon se lleva a cabo por induccién estructural. Es
rutinaria salvo por el paso inductivo en formulas, que demostramos para =y V El

(=) Sea ¢ = —py. Por hipotesis de induccion, existe v € FORMg en forma
prenexa tal que @1 ~ ¥, con ¥ = Qi1 ... Qpx, X. Entonces ¢ ~ =1 ~ —p ~
Qlx1 ... Qhxy—x, donde Q) =V si Q; = Iy Q) = I si Q) =V, para cada
1<i<n.

(V) Sea ¢ = ¢1 V 2. Por hipotesis de induccion, existen los respectivos nicleos
X1, X2, tales que @1 ~ Qzy ... Qpxn X1 Y w2 ~ Qi1 ... Qpym X2. Conside-
remos los vectores de variables nuevas @ = (ug,...,un) y 0 = (v1,...,0m).
Entonces, o1 ~ Qiui ... Quun x1[0/7] y 2 ~ Qfv1 ... Q5 v X2[0/7]. Ahora,
como U y v son variables nuevas, aplicando repetidamente el lema obtene-
mos:

©e1Vips ~ Qlz1(Qize ...QLznx1)V QY1 - .. Q% Ym X2
~ Qlu1(Qiza ... QLzn xa[ur /1] V Q31 ... QEYm X2)

~ Qlur ... QLun (/7] V Qs . Q2 o)
~ Qiur...Qhun(Q¥yr ... Q% ym X2 V x1[U/Z])
~ Qlur...QLunQIvi1(Q3yz - .. QFym x2[v1/y1] V x1[u/Z])

~ Qlur ... QhunQvr ... Q2% vm(x2[0/7] V xau/Z]),

y ya tenemos una forma prenexa. O

2.11. Meétodo de los tableaux

En esta seccion desarrollaremos el método de los tableaux para logica de
primer orden, analogo al que ya presentamos en el anterior capitulo. Por ello,
remitimos toda motivacion informal acerca de este procedimiento a lo que ya
dijimos alli. Para aprender métodos de este tipo siempre son de ayuda los ejem-
plos, que hemos incluido al final de la siguiente subseccion.

SEn realidad no hace falta demostrar el paso inductivo para méas conectivas ya que el resto
de conectivas pueden expresarse en términos de — y V, como vimos en @
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2.11.1. Nociones béasicas y ejemplos

Como veremos, para aplicar una regla de construccién de tableaur necesita-
remos unas constantes especiales, llamadas auziliares. Por tanto, supondremos
la existencia de un conjunto de estas constantes, Cy = {co,c1,...}, en nuestra
signatura.

Siempre que tengamos una férmula existencial en un tableauxr podremos
seleccionar un elemento del conjunto C4 que la verifica. Més adelante veremos
un ejemplo.

Las féormulas que pueden aparecer ahora en nuestros tableaux obviamente
incluyen a las que lo hacifan en los del calculo proposicional, pero se incorporan
algunas nuevas. Es decir, ademés de las «, 3, o-férmulas, definimos:

= y-formulas (también llamadas universales):

v ] @ ]
Voo | o[t/x]
~Jx e | ~plt/a]

Siendo t € TERMs.

= O-formulas (también llamadas existenciales):

Lo [ 9 |
x| le/x]
Vo | ~plc/x]

Siendo ¢ € Cy.
= Aziomas de igualdad, FQg:

(RF) Vo z = =z.

(IM) VaVye =y >y = x.
(TR)
)

(ST,

VeVyVze =yAy =2z — x = 2.

Sea f|, € Fng. Entonces,

vzla"'avxnvyla"'vvyn /\xlzyz%f(xlv;xn):f(yhayn)

i=1

(ST3) Sea pl|, € Pds. Entonces,

n
lea"'avxnvylv"'avyn /\x’L = Yi — (p(xlv"‘,mn) %p(ylavyn))
=1
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Los nombres de las reglas RF,IM, TR se deben a que a estas propiedades se
conocen como reflexiva, simétrica y transitiva. En el caso de las dos ultimas se
debe a que son reglas de sustitucion.

Un resultado analogo al correspondiente de logica proposicional es el siguien-
te:

Proposicion 2.56. Sean S signatura, ¢ € FORMg. Entonces ¢ verifica una
de las siguientes condiciones:

1. Es de la forma 1, =, L o T, conp € FORMATg.
Es o-férmula.
Es a-formula.
Es p-formula.

Es ~v-formula.

S & o e

Es §-formula.

Esto asegura que nuestro método nos permitira descomponer férmulas arbi-
trarias en otras de la forma 1, T % o =, con ¢ € FORM ATys.

Ahora describimos las reglas para la construccion de tableauzr asociados a un
conjunto de férmulas 3:

= Las reglas Rin;, Rpip, Ro, Ra, R3.

= Regla vy, Ry: Sea

tableau de X. Entonces
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es tableau de 3, donde v es y-formula y (t) su version simplificada.
Es decir, siempre podemos anadir a una rama abierta una versién sim-
plificada de cualquier y-formula suya y seguimos teniendo un tableau de

/A
/N

0(c)

= Regla 6, Rs: Sea

tableau de ¥. Entonces

es tableau de X, donde § es d-formula y §(c) su version simplificada.

Es decir, siempre que tengamos una rama abierta que contenga una J-
formula, J, la podemos extender con su version simplificada d(c), siendo
c € C4 nueva en tal rama, y seguimos teniendo un tableau de X.

= Dado un axioma de igualdad, 8 € EQg, la regla 0: Sea

AN

tableau de Y. Entonces

PN
|

0

Es decir, siempre podemos introducir cada axioma de igualdad € a una
rama.

Fl siguiente ejemplo muestra por qué, al aplicar la regla §, la constante
auxiliar introducida en la rama debe ser nueva en ella.
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Ejemplo 2.57. Consideremos el siguiente razonamiento:

Alguien maté a Trotsky
Stalin pag6 a alguien.

Stalin pagé a alguien que maté6 a Trotsky

Lo formalizamos como:

p1: dx M (z, Trotsky)
o: Jx P(Stalin, x).

: Jx M (x, Trotsky) A P(Stalin, x)

Es decir, tenemos el conjunto X = {¢1, @2, "9}

1.=3zM (x, Trotsky) A P(Stalin, z)

hip(l)l

2.3z M (z, Trotsky)

hin(@)|

3.3z P(Stalin, x)

2|

4. M (Mercader, Trotsky)

53|

5.P(Stalin, Mercader)

%ll

6.—P(Stalin, Mercader) AN M (Mercader, Trotsky)
3,6

7.=P(Stalin, Mercader)#5,7 8.~ M (Mercader, Trotsky)#4,8

En el punto 4 hemos aplicado correctamente una regla ¢ introduciendo la
constante auxiliar Mercader, y en el 5 hemos vuelto a introducirla por la misma
regla, es decir, hemos introducido una constante auxiliar no nueva en la rama.
Esto nos ha llevado al absurdo de que la deduccién original era valida.

Ejemplo 2.58. Un ejemplo sencillo. Veamos si es valida la siguiente deduccion:
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Algunos ninos son buenos
Todo lo bueno se come.

Algunos nifios se comen

Que formalizamos como:

1: Jz (ni(x) A bu(z))
a: Vo (bu(z) — co(x)).

: Az (ni(z) A co(x))
Es decir, en este caso, ¥ = {1, ¢2, 7t }. Veamos un tableau cerrado de X:

1.3z(ni(z) A bu(x))

|

2.Vz(bu(x) — co(x))

3.3z (ni(z) A co(z))
6,1
4.ni(Pepe) A bu(Pepe) (Donde Pepe € Ca)

a4

5.ni(Pepe)

6.bu(£6pe)

7,2,pepe/x

7.bu(Pepe) — co(Pepe)

B,7

9.co(Pepe) —bu(Pepe)#6, 8
~,3,pepe/a

10.=(ni(pepe) A co(Pepe))

o Tt

12.~co(Pepe)#9, 12 11.-ni(Pepe)#5, 11




2.11.2. Correcciéon

Tal y como hicimos en el método de los tableauzr para logica proposicional,
dados ® C FORMg vy ¢ € FORMg, escribimos ® t4, ¢ cuando existe un
tableau cerrado para ® U {—yp}.

Recordemos del capitulo anterior que decimos del método de los tableauz
que tiene correccion si @ by, @ implica @ F ¢, v decimos que tiene completitud
si ® F ¢ implica @ Fyy, @.

Vamos a comprobar que el método de los tableauxr de primer orden tiene ambas
propiedades, empezando por la correccion.

Comencemos con el siguiente:

Lema 2.59. Para todo 0 € EQg, F 0.
Demostracion.

(RF) Vxaz = z es tautologia ya que dada una interpretacion J, se cumple
Jla/z]) F & = z para todo a € A, ya que obviamente a = a.

(IM) VzVyx =y — y = x es tautologia ya que, dada una interpretacion J, se
cumple J[a/x][b/y] F © =y — y = x para todos a,b € A, ya que si a = b,
Jla/z][b/y] verifica = y y y = x, por tanto verifica x =y — y = z. Si
a # b, J[a/z][b/y] no verifican x = y ni y = x, por tanto de nuevo verifica
r=y—>y==ax.

(TR) VzVtVzxz =y Ay =2z — x = z es una tautologia. Este caso se demuestra
de forma similar a los anteriores, comprobando que J[a/z][b/y|[c/z] siem-
pre verifica * = y Ay = z — x = z. Se puede hacer como el apartado
anterior dividiendo en los casos a #b, a =b# c,a=b=c.

(STy) Sea f|, € Fng. Entonces,

vxlv"wvznvyla'“avyn /\:172 iyi*>f(x17"'733n) if(yla"'vyn)

i=1
es una tautologia. Se omite la demostracion.
(ST2) Sea pl|, € Pdg. Entonces,
n
Vo, ..., Ve, Yyi, ..., Yyn /\ =y = p(@,...,Tn) = pY1,-- ., Yn)
i=1
es una tautologia. Se omite la demostracion.
O

Fl siguiente resultado es fundamental, nos permite extender una rama satis-
factible del tableauz a otra que también lo es:
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Proposicion 2.60. Sea S signatura. Sean ® C FORMg y J S-interpretacion
tales que J F ®. Entonces existe una S-interpretacion J' tal que J ~, I’ para
toda p € ® de modo que:

1. Sea o € ® formula simplificable. Entonces 3 E ® U {01}, con o ~ o1 la
simplificacion de o.

2. Sea a € ® una a-formula. Entonces I F ®U{ay, az}, con a ~ ay Aas la
descomposicion de o.

3. Sea B € ® una B-férmula. Entonces ' E ® U{B1} 0 I E ® U {pB2}, con
B~ B1V B la descomposicion de (3.

4. Sean v € ® y-formula, t € TERMg. Entonces 7' F ® U {v(t)}.

5. Sean § € ® §-formula, ¢ € Cy constante auxiliar nueva en ®. Entonces

JEDU{c)}.
6. Para cada 0 € EQg, 3'F ® U {0}.

Demostracion.
(1), (2) y (3) son analogos a los de légica proposicional. Basta hacer que
J =7y el hecho de que:

o~o, a~agNag, BBV .

Veamos (4). Sea v € ® y supongamos, sin pérdida de generalidad, que v es
de la forma Vx ¢ (si fuese de la forma —3x ¢, usamos que esto es equivalente a
Va - y hacemos ¢ := —p). Tomemos J" = 7.
Consideremos el conjunto soporte de la interpretacion J, A. Sea t € TERMg,
y sea a := t° € A. Dado que Vx ¢ € ®, por hipotesis, J = Vx ¢, y por tanto,
J[b/xz] E ¢ para todo b € A, en especial, J[a/x] E ¢. Por el Lema de Sustitucion,
J E p[t/x], y notando que @[t/x] = v(t), obtenemos el resultado.

Veamos (5). Sea 0 € ¢ y supongamos que § = Jx ¢, para ¢ € FORMg (en
caso de que § fuese de la forma —Vz ¢, entonces seria equivalente a Iz —¢ vy,
haciendo que ¢ := —p, habriamos terminado). Sea ¢ € C4 constante auxiliar
nueva en P.

Consideremos de nuevo el conjunto soporte de J := (2, 0), A. Como Iz p € P,
por hipotesis, J F Jx ¢, luego existe a € A tal que J[a/z] E ¢. Ahora definimos
A’ como A excepto que ¢ = a. Definamos J' := (A, o).

Al ser ¢ constante nueva para ®, es decir, para cada elemento de ®, tenemos
que J ~y J', para cada ¢ € ®, por tanto se cumple J = ¢ para toda ¢ € ®. Por
el Lema de Sustitucion,

’ 1737 ’
(plefal)” = 711 = 1ol
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Y dado que J'[a/z]| ~, J[a/x] por ser ¢ nueva, aplicando una vez més el Lema

de Sustitucion, /
pYla/e] = pIlala] — .,

Lo que nos da el resultado.

Finalmente, (6) se deduce de O

Del siguiente resultado se deduciréd como corolario la correcciéon del método
de los tableauxr de primer orden:

Teorema 2.61. Sea S signatura. Sea ® C FORMg conjunto de formulas sa-
tisfactible y T un tableau finito para ®. Entonces T es abierto y existe una rama
abierta de T, r, tal que T, es satisfactible.

Demostracion. Demostremos que existe una S-interpretaciéon J y una tal rama
r de modo que JF ® y JET,.

Al ser T finito, se ha construido en un nimero finito de reglas R;;, R1, ..., Ry,
dando lugar la sucesion de tableauxr Ty, Ti,...,T,, = T. Por tanto, procedemos
por induccién sobre n.

¥1
Sin = 0, entonces Ty es un tableau inicial, es decir, tiene la forma
Pk
Entonces r es la tnica rama disponible, y ', = {¢1,...,0x} C ®, por lo

que, dado que P es satisfactible, I', lo es. Por tanto, hemos encontrado una
S-interpretacion que verifica lo deseado.

Sea n > 0 y supongamos que el resultado es cierto para el tableau T,,_1 y
veamos que lo es para T),. Al aplicar la regla R,, a T;,_1, extendemos una rama 7.
Ademaés, por hip6tesis de induccién, hay una rama 7’ tal que I, es satisfactible.

Si r # 7’ entonces 1’ es rama de T}, y, como hemos dicho, verifica que I';/ es
satisfactible, con lo que obtenemos el resultado.

Si r = 7/, debemos distinguir los siguientes casos, dependiendo de qué tipo
de regla es R,,:

1. R, es una regla inicial, de tipo o, a 0o 8. La demostracion es anédloga a la
que vimos en logica proposicional.

2. R, es unaregla §. Sea I'* el conjunto de formulas de la rama r en el arbol
k-ésimo. Entonces existe § € I'"~! tal que I'* = T?~1U{d(c)}, con c € Ca
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nueva en r. Por hipotesis de induccion, existe una S-interpretacion J tal
que JE®y JETP L

Por existe 7’ tal que 3’ F I~ 1 U {§(c)}, es decir, tal que 3’ F T2
Al ser ¢ nueva en r, ¢ ¢ voc(y)), para cada 1 € ®, por tanto como en la
prueba de vimos que 7’ solo difiere de J en ¢, 3’ ~, J, y por tanto
3" E 1, es decir, T F ®.

3. R, es una regla 7. Existe v € T7~! tal que I'? = I'"~! U {7(t)}, siendo
t € TERMg. Por hipdtesis, existe una S-interpretacion J con J F ¢ y

JETL
Por la prueba de [2.60, la misma J cumple J F "1 U {~(¢)}, por tanto
JET™.

4. R, es unaregla 0, con § € EQg. Entonces, I'* = IT"~1U{#}. Por hipotesis
de induccién, existe una S-interpretacion J tal que JF ® y, 3 F I'"~L. Por
tanto, JE I'].

O

Corolario 2.62. Sea S signatura. Si® C FORMg y ® tiene un tableau cerrado,
entonces @ es insatisfactible.

Demostracion. Basta notar que este enunciado es la forma contrapositiva de

2.611 O

Finalmente, obtenemos el resultado al que hemos dedicado esta subseccion:

Corolario 2.63. (Correccion) Sean S signatura, ® C FORMg, ¢ € FORMg.
Entonces, si ® by, @, entonces @ F .

Demostracion. Si @ by, @, entonces ® U {—p} tiene un tableau cerrado y, por
2.62] ® U{~¢} es insatisfactible. Por el resultado andlogo a[L.30| para logica de
primer orden, esto implica que ® F . O

2.11.3. Completitud. Conceptos Béasicos

El estudio de la completitud va a ser mas complicado que en légica proposi-
cional. Para poder estudiarla, vamos a necesitar introducir una serie de nociones
fundamentales de teoria de grafos:

Definiciones 2.64.

1) Un grafo no dirigido es un par ordenado T = (N, E), donde N es el
conjunto de nodos y E es el conjunto de aristas, que son pares sin ordenar
de nodos distintos.

2) Un camino es una sucesion de (> 1) aristas (aq,...,a,) de forma que
a; comparte uno de sus vértices con a;_1 y el otro con a;y; para ¢ =
2,3,...,n— 1. Llamamos a n longitud del camino.
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3) Decimos que el camino es simple si cada vértice del camino solo aparece
hasta dos veces, una al final de una arista y otra al principio de la siguiente.
Decimos que un camino es un ciclo si es simple y el primer vértice de la
primera arista es el segundo vértice de la ultima arista.

4) Decimos que un grafo es aciclico si no tiene ciclos. Decimos que un grafo
es conexo si para cada par de nodos hay un camino entre ellos.

5) Un drbol (libre) es un grafo no dirigido conexo y aciclico. Equivalentemen-
te, es un grafo tal que entre cada par de sus nodos hay un solo camino
simple que los une.

6) Sea G = (V, E) grafo no dirigido. Se llama grado de v € V, deg(v), al
nimero de elementos de E que inciden sobre él.

Se tienen las siguientes propiedades:
Proposicion 2.65. Sea T = (N, E) un grafo:

1. SiT es un drbol y le quitamos un elemento de E, T deja de ser conexo.

2. Si T tiene finitos nodos, T es un drbol si y solo si |E| = |N|— 1.
Demostracion. Se omite la demostracion. O
Definiciones 2.66.

1) Un arbol T = (N, E) se llama drbol con raiz si se selecciona un elemento
especial de N, llamado raiz de T

2) Sea T' = (N, E) arbol con raiz ng. Se llama altura de n € N, h(n), a la
longitud del tinico camino simple que une ng con n.

3) Sea T = (N, E) arbol de raiz ng. Se dice que n; € N es hijo de n si hay
una arista que conecta ny ny y h(n1) = h(n)+ 1. Se dice que ny y ng son
hermanos si son hijos del mismo nodo.

4) Sea T = (N, E) arbol de raiz ng. Llamamos rama finita a un camino
simple desde ng que no esté contenido en ningiin otro camino simple desde
ng. Una rama infinita serd una sucesion de aristas aj,as,... tal que a;
comparte un vértice con a;—1 y el otro con a;y; para i > 2, que parte
desde ng y en que no se repiten vértices (es decir, como un camino simple
desde ng pero con infinitos vértices).

De ahora en adelante consideraremos arboles con una raiz determinada.

Definicién 2.67. Sean Ty := (N, E1), To := (N3, Es) dos arboles con la misma
raiz. Decimos que T} estd incluido en Ty, T < T5, si:

L N1 QNQ
= B CEs.
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Definicion 2.68. Sean Ty,...,Tk,... arboles tales que Ty < -+ < T < ...
Definimos:

lim T, := (N, E)

neN

siendo N := J,,eny Nn ¥ B := U, en En ¥ con la misma raiz que la de Tp.

Proposicion 2.69. Sea Ty < --- < T < ... sucesion de drboles. Sea T :=
lim,,enT),. Entonces:

1. T; <T, para todo i € N.
2. T es un drbol.
Demostracion.
1. Se sigue de las definiciones anteriores.

2. Comencemos demostrando que T' = (T, N) es conexo. Sean ni,ng € N.
Como N := {,cny Nn vy Ni € Nj, para todo i < j, existe & € N tal que
ny,ne € Ng. Al ser T, = (g, E}) conexo, existe un camino en T} que une
n1 y ng. Al ser By, C E por definiciéon, también es un camino en 7', lo que
nos da la conexién de T'.

Supongamos que existen dos nodos ny,ny € N tales que existen dos ca-
minos simples distintos ey,...,e; v f1,..., fx que los conectan. Es cla-
ro, razonando igual que antes, que existe ¢ € N tal que ni,ny € N;
y el,..se, fi,.-, fx € E;y, al ser T; = (N;, E;) arbol, e1,...,e; y
f1,..., fr son iguales, lo que implica que T sea aciclico.

O

Notese que nuestros tableauz son arboles con raiz. Ademaés, se cumpliré que
las ramas cerradas serdn siempre finitas, ya que una rama cerrada se forma
cuando dos féormulas en la rama estan en contradiccion y ya no hace falta seguir
extendiendo la rama.

Necesitamos el siguiente resultado técnico de la teoria de grafos:

Teorema 2.70. (Lema de Konig para drboles) Sea T un drbol con raiz con
infinitos nodos tal que cada nodo tiene finitos hijos. Entonces T tiene una rama
infinita.

Demostracion. Supongamos que tenemos una ordenacion de los vértices, (v, )nen-
La raiz del arbol sera v;,. Dados dos nodos a y b distintos, decimos que b es
descendiente de a si el inico camino simple ¢, desde vy hasta b pasa por a. Como
b # a, en ¢, tenemos un vértice siguiente a a, que por tanto es hijo de a. De
modo que cualquier descendiente de un vértice es uno de sus hijos o descendiente
de uno de sus hijos.

Entonces, v;, tiene infinitos descendientes (todos los vértices salvo vg). Estos
infinitos descendientes contienen a los finitos hijos de v;, y a sus descendientes.
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Por tanto alguno de sus hijos tiene que tener infinitos descendientes. Sea v;, el
menor de ellos. Como v;, tiene infinitos descendientes, de la misma forma que
antes escogemos el menor de sus hijos, v;,, que tiene infinitos descendientes.

De este modo creamos una sucesion de vértices (v;,, )nen. Como por definicion
v;, tiene altura n, no se repiten vértices. Por tanto la sucesion de aristas a,, que

unen v;  con v; forman una rama infinita.

n+1

O
Proposicion 2.71. Si T es tableau cerrado, es finito.

Demostracion. Usaremos reduccion al absurdo. Sea T un tableauz infinito ce-
rrado. Observemos que, en todo tableau, el nimero maximo de hijos de cada
nodo es dos: los que se pueden obtener por la aplicacién de una regla 8. Por
tanto, por el lema de Konig el tableau contiene una rama infinita. Esto
contradice el hecho de que todas las ramas cerradas son finitas. O

2.11.4. Conjuntos de Hintikka para légica de primer orden

Para continuar con el teorema de completitud, lo siguiente es definir el analo-
go a los conjuntos de Hintikka que vimos en la légica proposicional, pero ahora
para la logica de primer orden.

Lo primero que necesitamos es el concepto de término adecuado para un
conjunto de féormulas ® C FORMg

Definicién 2.72. Sea S una signatura, t € TERMg y ® C FORMg. Diremos
que t es adecuado para P si se cumple:

» voc(t) C voc(P) := LeJ<1> voc(p)

= var(t) C lib(P) := LeJ<I> lib(ep)

Puede darse el caso de que no encontremos ningin término adecuado para un
conjunto de féormulas. Por ejemplo consideremos el conjunto de férmulas

® = {3z (p(z) — q(z))}

En este caso (voc(®) N Ctg) U lib(®) = @, por tanto no podemos construir
términos adecuados. En este caso, como en el método de los tableauz nos seran
necesarios términos adecuados para desarrollar el algoritmo, tomaremos como
término adecuado cualquier constante auxiliar ¢ € C'4 nueva.

Definiciéon 2.73 (Conjunto de Hintikka). Sea S una signatura, ® € FORMg
y Te :={t | t € TERMgs adecuado para ®}. Diremos que ® es de Hintikka si
verifica todas estas propiedades:

= O es coherente:

e | £
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e 10 existe p € ® tal que ~¢ € P.

P es a-saturado: si o € @ es una a-féormula, aq, ag € P.

® es [-saturado: si 8 € ® es una [-formula, 5, € ¢ o By € D.

® es o-saturado: si o € ® es una o-formula, o1 € P.

® es y-saturado: si vy € ® es una y-formula y ¢ € Ty, entonces v(t) € P.

® es d-saturado: si § € ® es una d-formula, entonces existe una constante
auxiliar ¢ € C4 tal que 6(c) € P.

® es f-saturado: si § € EQg es un axioma de igualdad, entonces 6 € .

Consideremos a continuaciéon una signatura cualquiera S. Nuestra intencion

es demostrar que todo conjunto ® C FORMg de Hintikka es satisfactible. Es
decir, tenemos que crear una interpretaciéon, con una algebra ¥ y una asignacion
de variables og, que haga ciertas todas las formulas de ®. El primer paso para
ello es encontrar un conjunto soporte para nuestra algebra.
Una opcién a considerar es el dlgebra libre de términos, una algebra conocida
que tiene como como conjunto soporte a TERMg. Sin embargo, esta algebra no
es suficiente: Supongamos que tenemos la signatura de la aritmética. Segin esta
signatura, los términos s(0) + 0 y s(0) son distintos, pero representan el mismo
elemento. Eso se traduce en que en nuesto dlgebra necesitamos establecer una
relacion de equivalencia de términos. Esa relaciéon la denotaremos como =g, la
ideaes quet =¢ ssi ® =1t =s.

Definicion 2.74. Dada S una signatura, ® C FORMg y s,t € TERMg defi-

nimos la equivalencia de términos como:

t=¢s siysolosi t=s€®

Proposiciéon 2.75. Sea S signatura, ® C FORMg. Si ® es de Hintikka, en-
tonces =¢C Tep X Ty es relacion de equivalencia.

Demostracion. Probamos las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

1. Propiedad reflexiva. Dado t € Ty hay que probar que t =4 t. Utilizaremos
el axioma de reflexion (RF), que esta en ® por ser de Hintikka.

vyi=NMrax=2)ed
Es una v-formula, luego por ser ® de Hintikka, y(t) € @, esto es:
t=t €®

lo que equivale a que t =4 t, que es el resultado deseado.
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2. Propiedad simétrica. Sean t,s € Tg tales que t =¢ s, es decir, t = s € O.
Al ser @ de Hintikka contiene al axioma de simetria (IM):

v = VeVyz =y — y=1x)
que es una y-formula, por lo que y(t) € :
() = (Vyt=y—y=t)

que es de nuevo otra ~y-formula. Se aplica nuevamente la misma regla para
Sy se tiene que:
v@®)(s) = t=s—>s=t) €D

que es una [S-férmula, luego se cumple:
t=s€ed 0o s=ted

Como se sabe ya que t = s € ® no queda otra que s =t € ¢, que equivale
a que s =g t, como queriamos probar.

3. Propiedad transitiva. Dados t,s,r € Tg tal que t =¢ sy s =¢ r, hay que
demostrar que t =¢ r. El axioma de transitividad esta en ®, luego:

v = VaVyVz e =yAy=z—ox=2)€d

que es una y-formula. Aplicando los cambios de las variables por los tér-
minos y atendiendo a que ® es y-saturado por ser de Hintikka se tiene:

7(”(7’)(8) = (tiSAsiT—)tir) cd
que es una [S-féormula. Entonces:
—(t=sAs=r)ed o t=rcd

Veamos que la primera no se cumple: de ser asi, y al ser una S-féormula,
se tendria que:
“(t=s5)e® o ~(s=r)ed

pero esto es imposible por la coherencia de ®, pues tanto ¢t = s como s = r
estan en ®. Se deduce que necesariamente ¢t = r € ¢ y entonces t =4 r.

O

Dada una relacion de equivalencia =¢ podemos crear de forma natural una
particion del conjunto considerando el conjunto cociente, es decir, el conjunto
de clases de equivalencia inducido por =¢. Dado ¢ € T, se tiene su clase de
equivalencia:

[t] ={s|s€To,t=s s}

y entonces el conjunto cociente es:

To/ = = A{[t]|tcTs}
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El soporte del algebra que vamos a construir es precisamente este conjunto
cociente.

Ahora hay que definir el valor de las constantes, las funciones y los simbolos de
predicado en el conjunto cociente.

= Si ¢ € Ctg definimos

T [c] siceTp
c?® = . . .
arbltrarlﬂ si no

. Sif|k€FnSyt1,...tk€Tq>

R ([t], .- - [t]) = { [f(tr, o te)] sif(tr,. . th) € To

arbitrario si no

. Sip|k€Pdsyt1,...tk€Tq>
: V sip(ty,...ty) € P
ponl. ) = { g GEe

Veamos a continuacion que el valor de una clase esta bien definido, es decir,
no depende de los representantes escogidos:

Proposicion 2.76. Sea S una signatura, & C FORMg un conjunto de for-
mulas de Hintikka, t1,...tg,81,...,8% € To términos tales que [t;] = [s;] para
1<i<k.

w Si fli € voc(®) entonces [f(t1,...tx)] = [f(s1,-.., k)]
w Sipli € voc(P) entonces p(ty,...tr) € D si y solo sip(sy,...,s5) €D

Demostracion. En primer lugar veamos el caso de los simbolos de funcion. Pues-
to que ® es de Hintikka tenemos que el axioma de igualdad

Yo =Vay ... VeVyr . Vye o1 = i A Az =y — f(z, o xk) = fy, .. uk) €O

Definimos ahora las siguientes férmulas, que estaran en ® por ser  de Hintikka:

7 =7/(1), r2=mnt2), - Ve ="Ye—1(tx)
Yet1 = Ve(51)s - Y2k = Yor—1(5%)
vk = b=y A Mg = s fltn ) = fs1. . 5k)

Resulta que 7o, es una S-formula. Por tanto —(t; = s1 A -+ At = si) € @ o
flt1, ... te) = f(s1,...,s,) € D. Hay 2 casos:

"Por el lema de coincidencia, para nuestros propositos no importara el valor que tenga.
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m ot = s A At = s;) € ©. Esta es una S-formula. En este caso,
aplicando la regla 8 repetidamente llegamos a que alguna de las formulas
—(t; = s;) estd en ®@. Por otro lado, [t;] = [s;] significa ¢; = s; € ®. Esto
contradice que ® sea de Hintikka, al tener —(t; = s;),t; = s; € D, por
tanto este caso no puede darse.

w f(t1,...,tk) = f(s1,...,5;) € ©. Esta es la definicion de f(¢1,...,tk) =o
f(s1,...,8k), por tanto [f(t1,...,tx)] = [f(s1,- .., sk)]-

Pasamos ahora a los simbolos de predicado. Nos vale probar que si p(ty,...tx) €

®, entonces p(s1, ..., sx) € ®. En efecto, la implicacion reciproca es consecuencia
de la implicacion directa al intercambiar ¢4, . ..,%; por si,..., S; respectivamen-
te.

Puesto que ® es de Hintikka contiene el axioma de igualdad
Yo = Var .. VopVyr . Vyg o = A Axg =y = (0(@1 -, 2k) = Py, - Yk) € ).

De forma similar a la vista los simbolos de funcién, llegamos a que la siguiente
formula esté en O:

Yor = tlislA"'/\tkiSk—)(p(tl,...,tk)—)p(Sl,...,Sk))

Por tanto, =(t; = s1A---Atg = sk) € Pop(ty,...,tx) = p(s1,...,8,) € D. Hay
2 casos. En el primer caso, igual que con los simbolos de funcién llegamos a un

absurdo. En el segundo caso, tenemos que p(t1, ..., tx) = p(s1,...,sx) € ®. Esto
implica, que o bien —(p(t1,...,tx)) € ® en cuyo caso p(t1,...,tx) ¢ P, o bien
p(s1,...,8k) € . En ambos casos se cumple la implicacién que buscamos. O

Ya podemos definir el dlgebra que buscamos:

Ty = (To/ =0 {c% =[] | c € Cts}, {F™* | flx € Frs}, {p™ | pli € Pds})

Ademas, consideremos la asignacion de variables:

P [] sizeTy
® 71 arbitrario si no

Y tomamos la interpretacion:
Jp = (Tp,00)
Veamos que Jg = ®. En primer lugar tenemos la siguiente

Proposicion 2.77. Sea S una signatura, ® C FORMg un conjunto de formu-
las de Hintikka yt € Ty. Entonces t7* = [t].

Demostracion. Se puede hacer por inducciéon sobre la longitud de los términos.
Para longitud 1, es directo de la definicion en constantes y variables. Suponga-
mos que se cumple para palabras de longitud < n, siendo n > 1.

Ahora, si t es un término de longitud n, sera de la forma f(¢y,...,t;), donde
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los t; tienen longitudes < mn. Por tanto, por hipotesis de inducciéon, se cumple

t?q’ = [t;] parai=1,...,k, ya que t; € Tp para todo i. Por tanto:
tjé = qu)([tl]a RN [tk]) = [f(t17 .o 7tk)]a
lo cual completa la induccion. O

Ahora tenemos que demostrar J¢ = ¢ para cada ¢ € ®. Para esto no basta
con induccién estructural, sino que nos interesa extender la norma que vimos
en légica proposicional:

Definicion 2.78. Sea S una signatura. Definimos la norma de una férmula
como:

II-|l: FORMs — N
de forma recursiva como sigue:
= Caso base: ||¢]| = 0 si ¢ es atomica.

» Casos recursivos:

=l =1+l

lp Al =1+ llell + (1]
lo Vol =1+ llel + [l
lp = ¢l =2+ [loll + ¥l
lp < ¢l =5+ 2[lll + 2[[¢|]
IV oll = 1+ [lel|

1Bz ol =1+ el

Conviene hacer notar que:

= o=l =l-e Vv

= o= dll=le—=9)A W =)l

Veamos los siguientes resultados auxiliares:
Lema 2.79.

= Sia es una a-formula, ||a| > ||aa| v |l > ||az]]
Si B es una B-formula, 18] > 8] y 18] > 15|

Si o es una o-formula, ||o|| > |jo1].

Si@ € FORMg es una formula yt € TERMg y x € var, ||¢[t/z]]| = ¢l

Demostracion. Las tres primeras son faciles de obtener por casos. La ultima
se demuestra por una induccién estructural rutinaria en . Intuitivamente este
lema quiere decir que la norma de una férmula no depende de los términos
involucrados. O
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Lema 2.80. Sea S una signatura, ® C FORMg de Hintikka yp € FORM ATs.
Entonces, sip € ® se cumple I |= . De hecho la implicacion reciproca también
se cumple excepto si = T.

Demostracion.

= = T. Trivial

= 0o = t=s. En este caso p € ® si y solo si t =¢ s, que es lo mismo que
[t] = [s]. Por la proposiciéon esto equivale a t7¢ = 572 que equivale a
Jo 'Z t=s.
= ¢ = p(t1,...,tg) para plx € Pdg y t1,...,t; € To.
Por definiciéon p(ti,...,t;) € ® si y solo si p**([t1],...,[ts]) = V. Por
tanto tenemos
pgq’([tlL SRR [tkD = pzq)(tfcpv cee 7752‘1)) = (p(tlv v vtk))j‘p

Puesto que (p(t1,...,t;)) * = V esladefinicion de Jg = p(t1,...,t;) € @,
tenemos p(t1,...,tx) € ® siy solo si Jo = p(t1,...,tk) € .

O
Ahora podemos demostrar el resultado que buscamos.

Teorema 2.81. Sea S una signatura y ® € FORMg un conjunto de formulas
de Hintikka, entonces Jg = ®.

Demostracion. Sea ¢ € ®, probaremos Jg = ¢ por induccion sobre [|¢||.
lloll = 0 Es una de las implicaciones del lema
llv]l > 0 En ese caso tenemos varias opciones

= ¢ = « es una a-formula. Al ser ® un conjunto a-saturado, tenemos
aq,an € ©. Puesto que ||| > |la1]] ¥ ||a|| > |laz| podemos aplicar
hipotesis de inducciéon y tenemos Jg = a1 y Jo | as. Puesto que
© =a ~ a1 A ag tenemos Jg = .

= ¢ = [ es una [-férmula. En este caso, 51 € ® o 2 € ¢. Esto implica
por hipoétesis de induccion que J¢ | 1 0 Jp | f2. Como 8 ~ [1V P,
en ambos casos se cumple que Jg = 3.

= = 0 es una o-formula. Similar a las anteriores.
= ( =7 es una y-formula. Hay 2 casos

e ¢ = Va. Al ser ¢ saturado, tenemos que para todo término
t € Ty se verifica ¢[t/z] € ®. Ademas,

(Ve[| = 1+ ([l > ||]] = [l¢[t/=]]],

por tanto por hipotesis de induccion, para todo t € Ty se cum-
ple Jg E 9[t/z]. Esto equivale por el lema de sustitucion a que
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Jg[t?® /2] E 1, es decir, Jg[[t]/x] E 1.
Como esto se cumple para cualquier elemento y cada clase de
equivalencia a € Tg/ =¢ contiene al menos un elemento, tene-
mos que para todo a € Te/ =¢ se cumple que Jgla/x] E 9. Esto
es la definicion de que J F Va1, y hemos acabado.

e v = —3Jx 1. Puesto que ® es saturado tenemos que para todo
término t € Ty se verifica —)[t/x] € ®. Por otro lado

=3z 9] =2+ (|9l = L+ [[=¢] > 1=l = [=o[t/]]),

Por tanto podemos aplicar induccion a los términos —)[t/x] para
t € Tg. Por lo que podemos decir que para cada t € Tg tene-
mos Jg | —¢[t/x] y, aplicando el lema de sustitucion, tenemos
Js[t?® /x] = . Puesto que 72 = [t],

tenemos que para cada [t] € Tp/ =4 se verifica Jg|[t]/x] E .
Puesto que cada elemento de t € T esta en una y solo una clase
de equivalencia, podemos decir que para cada a € Tg/ =4 se
verifica Jgla/z] E —1, que es la definicion de que Jg | Vo —1).
Puesto que V& =) ~ =3z 1) tenemos el resultado.

= ¢ = ¢ es una J-férmula. 2 casos.

e © = dzi. En este caso, al ser ® saturado, existe una constante
auxiliar ¢ € Cy tal que ¢[c/x] € . Ademés, tenemos que

Bl = 1+ (]9l > (|91l = [lole/]|l;

por tanto por hipédtesis de induccién, se cumple que Jg F ¥[c/z].
Por el lema de sustitucién, tenemos que Jg[c’® /z] F 1. Es decir,
existe un elemento a del conjunto soporte tal que Jg[a/x] E 9.
Esto es la definicion de J¢ E dz1),y hemos acabado.

e o = —Vz1). Caso similar al anterior.

2.11.5. Tableau canénico. Teorema de compacidad

Volvemos a considerar el concepto de tableau completo, andlogo al visto en
logica proposicional:

Definicion 2.82. Sean S una signatura y ® C FORMg. Un tableau T es
completo para ® si cada rama abierta r suya verifica:

1. dCT,
2. T', es de Hintikka.

La principal diferencia que tenemos respecto a la logica proposicional es que
en logica de primer orden hemos visto que, a la hora de hacer un razonamiento
® |= ¢, el conjunto ® puede ser infinito o bien, incluso si el conjunto de formulas
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es finito, la aplicacién de reglas de tipo 7 hace que el conjunto de férmulas que
tengamos que considerar es infinito, dado que el conjunto de términos suele
ser infinito. Esto hace necesario considerar arboles infinitos para construir un
tableau completo, lo que llamaremos tableau candnico. En general, es un arbol
infinito y por tanto no podremos construirlo en un conjunto finito de pasos.
Podemos, en cambio, decir como se construye cada uno de esos pasos. El limite
de los arboles construidos mediante esos pasos sera tal tableau canoénico.

De ahora en adelante, para la construccion del tableau canénico, nos vamos
a restringir a signaturas numerables, es decir, aquéllas en que el conjunto de
todos los simbolos es numerablef]

A continuacion obtenemos un resultado relativo al cierre de Kleene:

Lema 2.83. Si un conjunto A es numerable, A* es numerable.

Demostracion. Consideremos Ay = {e}, donde € es la cadena vacia. Sea:
A, =Ap—1 U{aw | aeAweAn_l}ﬂ

Puesto que A es numerable, es facil ver por inducciéon que A; es numerable para

cada 7 € N. Por otro lado, A* = U A;, por tanto, A* es numerable. O
ieN

Como consecuencia, el conjunto de términos y férmulas de una signatura

numerable es numerable.
Consideremos lo siguiente:

1. S una signatura numerable.

2. El conjunto de constantes auxiliares, que supondremos también numera-
ble:

Ca={co,C1y-yChy---}
3. S :=SUCy,, que también es numerable.

4. El conjunto de términos, considerando también el conjunto de constantes
auxiliares. Por lo dicho antes, es numerable. Ademés, consideramos una
enumeracion:

TERMg = {to,t1,...,tg,...}

5. El conjunto de ~y-féormulas. Puesto que es un subconjunto de férmulas,
también es numerable y consideramos una numeraciéon suya:

G = {70»71)"'7’71@7"'}

8En la practica, necesitaremos algo mas fuerte: que la signatura sea efectivamente enume-
rable, es decir, que haya un algoritmo que permita obtener una numeraciéon de los simbolos.
Mas informacién en la seccion

9aw denota la concatenaciéon de a y w
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6. El conjunto de axiomas de igualdad. Consideramos una numeraciéon de
estas formulas,

Q= {90,91,...,9k,...}

7. El conjunto de formulas ® para las que queremos construir el tableau. Una
numeracion suya es:

O = {po, 01, Pk, -}

Pasamos ahora a construir el tableau candnico, teniendo en cuenta todos los
anteriores elementos.
Dado un tableau finito, vamos a definir varias formas de extenderlo. Esto dara
lugar a lo que se llaman extensiones. Enumerémoslas a continuacion.

ABSD-extension

Esta extension la denotaremos como ABSD(T,n), donde T es un tableau
y n es un entero. Esta extension desplegara por orden todas las ramas que a
profundidad n tengan una féormula de tipo «, 5, o o d. En el siguiente orden:

1. Formulas de tipo a. En cada rama abierta r que tenga a profundidad
menor o igual que n una férmula de tipo a no desplegada, aplicamos a esa
formula la regla a:

45

2. Formulas de tipo 8. En cada rama abierta r que tenga a profundidad
menor o igual que n una férmula de tipo 8 no desplegada, aplicamos a esa
formula la regla 3:
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3. Formulas de tipo ¢. En cada rama abierta r que tenga a profundidad
menor o igual que n una férmula de tipo ¢ no desplegada, aplicamos a esa
formula la regla o

(eh]

4. Formulas de tipo §. En cada rama abierta r que tenga a profundidad
menor o igual que n una féormula de tipo § no desplegada, aplicamos a esa
féormula la regla o:

EF-extension

Esta extension la denominamos EF(T,n). Consiste en afadir a cada rama
abierta r de T las formulas ¢, € ® (segin la numeracion del conjunto de
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formulas @) y la formula 6,, € EQg (segin la numeracion de las formulas de los

axiomas de la igualdad).

“n

G-extension

Esta extension se denota G(T,n). Consiste en extender cada rama abierta
r de T con la formula +;(t;) donde el par (z,7) € N x N es el menor par segtn
el siguiente buen orden de N x N

(11,71) < (d2,72) sil 41 4+ j1 < @2 + j2 0 bien iy + j1 =iz + jo € iy < ip

tal que v; € Ty estd a altura < n, v;(t;) € I'; y t; es adecuado para I',. Si no
hay ningtn término adecuado para I',., aplicamos la regla considerando como
término adecuado la primera constante auxiliar.

Por ejemplo, supongamos vg,v2 € I' v 11 € T',.. Las formulas se van po-
niendo en el siguiente orden en las ramas: vo(to), Yo(t1), Yo(t2) y 7¥2(t0), donde
hemos omitido las féormulas con 1 ya que v1 & T';..

Veamos finalmente como se construye el tableau canénico de una secuencia
de formulas ® = {p1, @2, ... }. Definimos la siguiente secuencia de arboles:

®o
To =

o
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Luego definimos para n > 1:

T! = ABSD(T,,_1,n)
Ty = G(T,,n)
T, = EF(T2,n)

Tenemos asi una secuencia de arboles
ThoCTh C...T, CTy1 C ...

El tableau canénico de un conjunto de férmulas @, que denotaremos por T,
se construye como se indica a continuacién. En la secuencia anterior se cumple
una de las siguientes condiciones:

= Existe n tal que T,, = T,11 y 15, no tiene féormulas a altura > n. Eso
significa, por como estdn definidas las reglas, que Ty, = Tj41 para todo
k > n. El tableau canodnico es Te = T,

= No se da el caso anterior. Entonces tenemos una secuencia infinita y el
tableau canoénico es el limite de todos los arboles

To =T

1€EN

Proposicion 2.84. Sea S una signatura, ® C FORMg, r una rama del tableau
canonico Te y ¢ € T'y. estd a profundidad k. Entonces ha sido introducida en un
paso I < k.

Demostracion. Lo probamos por inducciéon. En el caso 0 esta claro que se cum-
ple. Supongamos que se cumple para n— 1. Sea ¢ férmula en r a profundidad k,
y supongamos que la hemos introducido en el paso | > k. Pues bien, la formula
1 que esta encima de ¢, que estd a altura k — 1, ha tenido que ser introducida
en la rama en un paso < k — 2 por hipétesis de induccién. Esto significa que
desde el tableau T;—2 a T;—1 (es decir, en el paso [ — 1) no se ha anadido ningtin
elemento a esa rama. El resto se reduce a comprobar regla a regla que si una
rama tiene longitud ! — 1 y no hemos anadido ninguna férmula al aplicar la
regla a esa rama en el paso [ — 1, entonces tampoco se anade ninguna férmula
al aplicar esa regla a la rama en el paso [, lo cual es una contradiccion. O

Teorema 2.85. Sea S una signaturas y ® C FORMg. El tableau candnico Te
es completo.

Demostracion. Sea r una rama abierta de Te. Hemos de demostrar ® C I'. y
I', es de Hintikka.

Lo primero es facil, dada ¢ € ®, existe un k£ € N tal que ¢ = ¢j. Esa formula
ha sido introducida en r en el arbol T} al aplicar la regla EF(T,?, n), de modo
que ya tenemos que ¢ C T',..

Para ver que T', es de Hintikka, comprobamos primero que no puede darse
1L €T, op,~¢ €I, para ninguna @, ya que en ese caso r serfa una rama
cerrada. Veamos que se cumplen el resto condiciones de la definicién de Hintikka.
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a-saturacion. Tomemos a € T',.. Esa féormula estard a una profundidad k
del arbol. Esa férmula ha sido expandida en el el arbol Ty. Por tanto
ay,ag €1

[f-saturacion, o-saturacion, j-saturacion. Similar al anterior.

v-saturacién. Sea vy € I', y t € TERMz un término adecuado para I',.. Existe
n € N de forma que 7 estd en la rama r en todos los tableaux T} con
k> n.

Ademaés existen ¢ € N tal que v = 4; (en la numeracion de las y-formulas)
y j € N tal que ¢ = t; (en la numeracién de los términos). Llamamos [ a
la, posicion que ocupa el par (4,5) en nuestro buen orden de N x N.

Por otro lado, como ¢ es adecuado para T',. y voc(t) y var(t) son finitos,
hay cierto m tal que voc(t) C voc(T'y. ) y var(t) C lib(T,,), es decir, t es
adecuado para I',,_, siendo 7, la rama del tableau T,, que da lugar a r.

Tras haber definido n,m y [, esta claro que en el tableau T4, se cumple
que t es adecuado para I'y, . vy v €I, ., .. De modo que, tras aplicar I
veces mas la regla G, es decir, en el tableau Ty ,+1, tenemos que haber
anadido en cierto punto la formula ~(t). Por tanto para todo término ¢
adecuado para I';., y(t) estara incluida en la rama, como queriamos.

O

Corolario 2.86. (Completitud) Sea S signaturay ® C FORMg tal que Insat(®).
Entonces:

a) ® tiene un tableau cerrado finito.
b) Sea p € FORMg tal que ® = ¢. Entonces ® by .

Demostracion. El segundo apartado es aplicacion inmediata del primero al con-
junto ¥ = ®U{—¢}. Asi que demostraremos b). Construimos el tableau candnico
Te. Puesto que Ty es completo para ®, si T tuviera una rama r abierta ten-
driamos

« OCT,
= ', es de Hintikka y por tanto satisfactible.

Por tanto tendriamos que @ es satisfactible. Por tanto T ha de ser cerrado. Por
el lema [2.71] el tableau es finito. O

Teorema 2.87. (Teorema de compacidad) Sea S una signatura, ® C FORMg.
a) Si Insat(®), existe Bp,, C P finito tal que Insat(Ppy,).

b) Si todo conjunto finito ®gy, C O verifica Sat(Pgy), entonces Sat(P).
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Demostracion. Puesto que ® es insatisfactible tiene un tableau cerrado T'. Al ser
cerrado, es finito. Consideramos entonces el conjunto @5, = ® N FTH Veamos
que verifica las propiedades buscadas:

= Es finito, al ser T finito.
= &g, C .
» Insat(®gy,) puesto que T también es un tableau para ®gy,.

El segundo apartado es simplemente la afirmacion contrarreciproca del primero.
O

2.11.6. Ejemplo de tableau candénico abierto

Veamos un ejemplo de Tableau canénico abierto. Este ejemplo no tiene fun-
ciones, ya que cuando hay funciones el Tableau resultante es infinito, al haber
infinitos términos que sustituir en las reglas G. El tableaux siguiente correspon-
de al conjunto de férmulas

® = {va P(z) vV Q(x), ~(Vz P(x) VVz Q(z))} = {po, 1}

Veremos que este tableau es satisfactible, de modo que al acabar de desarrollarlo
tendremos ramas abiertas que nos permitiran encontrar modelos que satisfagan
.

Para simplificar el tableau, al desarrollarlo se van a ignorar los axiomas de
igualdad. Veremos que en este caso esto no va a ser un problema ya que vamos
a poder encontrar los modelos igualmente.

También para simplificar, vamos a enumerar las féormulas segiin su altura.
Esto daréd lugar a que haya varias féormulas numeradas igual, pero no causaré
ambiguedades ya que en cada rama solo habra una férmula con cada ntmero.

Otra anotacién importante es que en la version tedrica del algoritmo, tenemos
una numeraciéon predefinida de los términos y de las y-formulas. Sin embargo,
en la préactica obviamente solo haremos tableauz finitos. Como da igual cambiar
el orden de finitos términos, podemos establecer el orden de los finitos términos
o y-férmulas que usemos segin nos convenga.

Se muestra primero el tableau construido y a continuacion explicamos su
construccién paso a paso.

10T es el conjunto de féormulas que aparecen en el tableau T.
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Th

Ty

T

T3

T5

Tk

T3

T

1.Vz (P(z) vV Q(x))
g
2.P(co) V Q(co)
hip(1)

3.~ (Vx P(x) VVz Q(x))

‘ﬁz N\

4.P(co) 4.Q(co)
@3 ‘a,z
5.-Vz P(z) 5.-Vz P(x)
@3 ‘a,B
6.~V Q(x) 6.~V Q(x)
‘5,5 ‘5,5
7.—P(c1) 7.-P(c2)
‘7,1 ‘7,1
8.P(c1) V Q(c1) 8.P(c2) V Q(c2)
‘6,6 ‘5,6
9.2Q(c3) 9.-Q(c4)
‘7,1 ‘7,1
10.P(e3) V Q(c3) 10.P(cq) V Q(ca)
‘B,s e ‘5,8 w
11.P(cy)#7, 11 11.Q(cy) 11.Q(cs) 11.P(co)#7, 11
- ‘5,10 ‘5,10 £:10
12.P(c3) 12.Q(c3)#9, 12 12.Q(ca)#9, 12 12.P(cy)

Comenzamos con la construccion:

= T} Inicializamos el tableau con la primera formula de @, ¢¢. En el algoritmo
completo tendriamos que tener el primer axioma de igualdad, pero como
dijimos en la introduccién vamos a omitirlos para simplificar.

. Ty

e ABSD(7), 1) No hay ninguna formula a, 8,0 o § que desarrollar a

altura 1, de modo que seguimos.

e G(T}) Tenemos una formula v a altura < 1: ¢g. Como vamos a ir
numerando las y-férmulas sobre la marcha, esta sera la formula ~g.
Ahora buscamos términos adecuados para I',.. Sin embargo, vemos
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que no hay variables libres ni simbolos de constante en I',., por tanto
no se puede construir ningin término adecuado para I'.. Como no
hay términos adecuados, usaremos la primera constante auxiliar, cg.
De modo que anadimos la formula vy (co), que es P(cp) V Q(cp).

EF(7?,1) Afiadimos la segunda féormula de ®, ¢1. Como ya no que-
dan mas féormulas en ® y no estamos usando axiomas de igualdad,
no nos haréa falta volver a usar la regla EF a partir de ahora.

Habiendo aplicado todas las reglas, ya tenemos el tableau T7. Comenzamos
la siguiente fase para extender el tableau a T5.

. T

. Ty

. Ty

ABSD(T1y,2) Tenemos una S-formula en altura 2, P(cy) VQ(co). Por
tanto, le aplicamos la regla 3, dividiendo asi el tableau en dos ramas,
r1, con la formula P(cg), y 72, con la formula Q(co).

G(Ty) Como ya tenemos una constante, ya tenemos algin término
adecuado: ¢p. Ahora, la tnica y-formula a altura < 2 es o = 7o,
pero ya hemos aplicado la regla a esa férmula con el tnico término
adecuado, cg. Por tanto no anadimos nada en la regla G. Queda
completado el tableau Ts.

ABSD(T3, 1) En las ramas 1 y 72 tenemos en altura 3 la a-férmula,
—(Vz P(z) V Yz Q(z)). Por tanto aplicamos la a-formula en ambas
ramas, anadiendo las formulas =V P(z) y =Vz Q(x).

G(T}) Se da la misma situacién que al construir Ty, no afiadimos
formulas en la regla G.

ABSD(T3,4) No hay formulas «, 58,7, a altura 4 no extendidas.

G(T}) Igual que antes no aiiadimos formulas en la regla G.

Como podemos observar, en el tableau T, no hemos anadido ninguna for-
mula nueva. Eso no significa que hayamos acabado, ya que quedan férmu-
las a profundidad > 4. Como tenemos férmulas de altura hasta 6, tendria-
mos que llegar a Tg sin ningtin cambio para concluir que ya tenemos el
tableau, canénico. Pero veremos que ese no es el caso.

. T

ABSD(Ty,5) En 71 y 72 tenemos a altura 5 la §-formula —Vz P(z).
Por tanto, en r; anadimos la féormula sustituyendo la primera cons-
tante auxiliar que no hemos usado, c;. Es decir, prolongamos r; con
la formula —P(c1). Ahora, en ry, usamos la primera constante auxi-
liar que no habiamos usado hasta ahora, co, por tanto anadimos a la
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. T

s T3

rama la formula —P(c3).

G(T2) Seguimos teniendo una sola formula v a altura < 5, que es
Yo = ¥o-
Al extender la rama ry, hemos aumentado su vocabulario con un

sfmbolo de constante nuevo: ¢;. Por tanto tenemos un nuevo término,
¢1. Como 7p(c1) no esté en ry, anadimos yo(c1) = P(c1) VQ(c1) ary.

En ry, andlogamente a rq, tenemos el nuevo término ¢y, por tanto
anadimos vo(c2) = P(c2) V Q(c2).

ABSD(T5,6) Hay una 0-formula a altura 6 que extender en cada
rama, —Vz Q(z). Razonando como en T5, a la rama 7 le anadimos
la formula —Q(c3) y a r2 le anadimos la formula —Q(cy4).

G(T}) Igual que hicimos en T5, o sigue siendo nuestra tnica -
féormula, y tenemos los nuevos términos c3 y ¢4 en r1 y ro respecti-
vamente, por tanto anadimos a r1 la formula vy (c3) y afiadimos a rg

Yo(ca).

ABSD (77, 8) Ninguna férmula que extender a altura 7.

G(T3) De nuevo, en ambas ramas hemos agotado el vocabulario

8 3
ya no nos quedan términos adecuados que aplicar a 7, por tanto no
anadimos ninguna férmula.

ABSD(T7,8) En rq, tenemos una S-formula a altura 8, P(c1)VQ(c1).
De modo que obtenemos dos nuevas ramas. La de la izquierda, que
se forma afiadiendo P(c1), es una rama cerrada ya que contiene las
formulas P(c1) y = P(cy). La de la derecha se forma afiadiendo Q(cy).

En ry, de igual forma, aplicamos la regla 8 obteniendo dos ramas, una
de las cuales se forma anadiendo Q(c2). La otra se forma afadiendo
P(c2) v queda cerrada al contener a P(cg) y —=P(c2).

e G(Ty)Igual que en T7, no afiadimos nada.

= Ty Al igual que en T y 17, ninguna de las reglas anade ninguna férmula.

= T

e ABSD(Ty,10) En la rama de la izquierda, aplicamos la regla 8 a

P(c3) V Q(c3), obteniendo dos ramas. Una de ellas queda cerrada
por contener a Q(cs) y a =Q(c3). En la rama de la derecha hay una
situacion similar.
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e G(T},) Ninguna nueva v-formula ni vocabulario nuevo en ninguna
rama.

= 771 Ninguna regla anade nada nuevo.

= T15 De nuevo, ninguna regla anade nada nuevo.

Sin embargo, nuestro tableauxz no tiene féormulas a altura > 12. Como
ademas se cumple que 717 = T2, hemos acabado y ya tenemos nuestro
tableau canodnico.

Pues bien, ya tenemos el tableau candnico asociado a ®. Nos quedan dos
ramas abiertas. Llamamos al conjunto de férmulas de la rama abierta de la
izquierda ®; y al conjunto de férmulas de la rama abierta de la derecha ®.
Pues bien, como las ramas son abiertas en el tableau canénico, ®; y @5 son de
Hintikka. Por tanto, conforme a lo visto en la subseccion 2.11.4] podemos crear
modelos que satisfacen ®; y ®5. Comenzamos con ®;.

En @, los tnicos simbolos de constante o variable que aparecen son cg, c1
y ¢s. Como no hay simbolos de funcién, estos son nuestros tnicos términos.
Ademas, como no han aparecido igualdades en el tableau, el conjunto soporte
coincidira con el conjunto de términos. Por tanto tenemos nuestro conjunto
soporte:
T = {co,c1,c3}

Ahora, en esta rama solo tenemos dos predicados, P y ), ambos predicados 1-
arios. Para ver cuales son sus interpretaciones, recordemos que dado un término
t, definimos P(t) = V si y solo si P(t) aparece en la rama. Por tanto, P sera el
conjunto de términos tales que P(t) aparece en la rama. Las apariciones de P
en la rama son P(cg) en altura 4 y P(c3) en altura 12, por tanto:

P = {60,63}

De igual forma, la tnica aparicion de @ en la rama es Q(c;1) en altura 11, por
tanto:

Q= {Cl}

El caso de @5 es similar al de ®;. El conjunto soporte coincide con el conjunto
de términos, en este caso como solo aparecen cg, ¢z, C4:

T= {007027 C4}

Y P solo aparece como P(c4), por tanto P = {c4}. @ aparece como Q(co) y
Q(c2), por tanto @ = {co, c2}.
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3 Deduccion natural

3.1. Introducciéon

En los anteriores capitulos hemos desarrollado unos sistemas formales funda-
mentados en seméntica y valores de verdad, es decir, a cada férmula le asociamos
un valor de verdad, V o F, que se puede obtener mediante interpretaciones. Sin
embargo, si uno de los objetivos de la logica es formalizar razonamientos, nos
interesa estudiar también un sistema formal centrado en como deducir unas pro-
posiciones de otras, independientemente de la nocién de verdad asociada a ellas.

Por ejemplo, supongamos que queremos demostrar un teorema, que ven-
dré expresado por una férmula v, y para deducirlo necesitamos unas férmulas
©1, 92, - - -, Pn. Lo que queremos es una serie de reglas que nos digan cuando una
férmula se deduce de otras, de modo que partiendo de unos axiomas y aplicando
repetidamente estas reglas, podamos llegar en finitos pasos a que ¥ se deduce

de P1, P25+ Pn-

De modo que nuestra intencién ahora consiste en prestar atencion a las reglas
de inferencia. Veremos a lo largo de este capitulo un sistema que solo conste de
reglas de inferencia, asi que comencemos por la siguiente

Definicion 3.1. Una secuencia es un par I' 1 donde I' es un conjunto finito
de formulas y 1 es una formula que se denominan, respectivamente, conjunto de
premisas y conclusion. Normalmente, cuando I es finito, denotamos la secuencia
{o1,---,on} ¥ como @1,...,p, 1 y escribiremos I, 1 en vez de I' U

{p} .

Todas las reglas de nuestro sistema tendran la forma:

I—‘1 Pl Fn Pn
Lo
que intuitivamente significa: ‘se demuestra I' ¢ si se demuestra cada secuencia
Fl §01,...,Fn gDn7.

A lo largo de la exposicion, veremos que existen reglas que no necesitan de
premisas, que llamaremos aziomas. En la siguiente seccién exponemos las reglas
y axiomas bdsicos, y de ellos deduciremos después las reglas derivadas.
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3.2. Reglas basicas

(SP) Axioma del supuesto: si ¢ € ', entonces I' ¢ es un azioma.

(SP) pel

r
(FS) Fortalecimiento del supuesto: si A ¢ y T' contiene a A, se deduce T' .

(FS) A ¢ AcrT
I oy

(RC) Razonamiento en cadena: podemos demostrar un resultado intermedio )
y luego usarlo.

(RC) r wr i,w ®

(AA) Conjuncion en el antecedente:

A Do x
LAy x

(AC) Conjuncién en el consecuente.

I I
(AC) #’¢Aw ¥

(— A) Implicacion en el antecedente: si tenemos una implicacion en el antece-
dente, podemos intentar demostrar la premisa y entonces suponer el con-
secuente.

(= A) Fo—v o I,y x
Fo—v x

(— C) Implicacion en el consecuente: ponemos el antecedente de la implicacion
en las premisas.

r
=055

(VA) Disyuncién en el antecedente: si tenemos una distincion de casos hay que
demostrar cada uno de los casos.

I x Iy x
VA
(VA) Fevy x
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(\/CLQ)

(DN

(VCx)

(3Ax)

Disyuncién en el consecuente: basta demostrar uno de los elementos de la
disyuncion. En realidad son dos reglas:

ey e ey U ¥
I oV ' pvy

Negacion en el antecedente.

T, -
(~A)
;e L

Negacion en el consecuente.

I'p L

(-0) FE—

Axioma de contradiccion en el antecente: si en el antecedente tenemos una
contradiccion podemos deducir cualquier cosa.

(LA)T T o
Doble negacion.
(DN!)M
r v

Esta regla se dice no constructiva. La ldgica intuicionista, por ejemplo, no
la acepta. Escribiremos signos ‘!’ en toda regla derivada que use (DN!)
en su demostracion.

Formula universal en el antecente: la formula universal se puede aplicar a
cualquier término.

(vA) DVeeelt/z] ¥ e TERMS
I\Vap 4

Formula universal en el consecuente: demostramos la féormula para un
elemento genérico.

(vCx) T ple/r] ey nueva
I' Vzo

Formula existencial en el antecente: sabemos que existe un elemento que
cumple la propiedad, lo nombramos.
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EV R ple/a] ¥ ce 4 nueva
I3z o

(3C) Formula existencial en el consecuente: basta encontrar un elemento que
cumple la propiedad.

3c) L elt/z] e TERM;
' dzp

(ID) Axioma de identidad.

(ID) t € TERMg

' t=t

(SUST) Sustitucion: si quiero demostrar la propiedad para un término t y sabemos
que es igual a s, basta demostrar la propiedad para s

(SUST) I pls/x] t,s € TERMg
Lt=s o[t/z]

Las propiedades simétrica y transitiva pueden deducirse de esta regla.

3.3. Arboles de deduccion

Una vez descritas las reglas bésicas y dada una secuencia, para verificar si
tal secuencia es o no correcta la descomponemos en las reglas bésicas conocidas,
es decir, revertimos la aplicacion de las reglas basicas. La siguiente definiciéon
aclara estas nociones:

Definiciéon 3.2. Un drbol de deduccion para una secuencia I' 1 es un arbol de
forma que los nodos estan etiquetados con secuencias, la raiz es I' v y, dados
un nodo I'y %y y sus hijos:

Fo %o
Fl ¢1 e Fn 1/%
se cumple que
T, 1/)1 - I, wn
Lo o

es una regla.

Definicion 3.3.
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1. Una secuencia I' ¥ se dice formalmente deducible, = T" 1), si existe un
arbol de deduccion para I' 1) con axiomas en las hojas. Si ' = (), en vez
de I' 1 escribimos F .

L9y

T

Axioma Axiomas Axioma

2. Si @ es un conjunto de formulas (no necesariamente finito) diremos que
una férmula ¢ es formalmente deducible a partir de ®, y denotado por
d |- ¢, si existe un subconjunto finito I' C ® tal que F T ¢

O pyhF ® ¢ son equivalentes si ® es finito. & - ¢ permite que @ sea
infinito y con - ® ¢ se asume la finitud de ®.

Veamos un primer ejemplo detallado de &drbol de deduccion:

Ejemplo 3.4.
eV,
/////%VAY\\\\\
o, Y,y @
(sP) _mo
Y, L Y,y L g
(-A) (LA)
Y,y
(SP)

En este ejemplo, queremos llegar a que FT' ¢, siendo I' = { V ¢, ) }. Como
tenemos una disyuncién en el antecedente, ¢ V ¥, podemos dividir por casos
segin la regla (VA).

En una rama, tenemos ¢, ) . Como la conclusién es una premisa, esta se-
cuencia es un axioma por (SP).

En la otra rama, tenemos 1, 7 . Esta claro que 1, =1 tiene que llevar a una
contradiccién, pero no hay ninguna regla que nos permita acabar directamente.
En este caso podemos usar la regla (RC), demostrando primero el resultado
intermedio L y luego demostrando ¢ usando L. Esto lleva a una nueva divisién
en ramas.

En la primera rama, tenemos ¥, 1. Como tenemos la formula —1) en el
antecedente y L en la conclusion, aplicamos la regla (—A). Asi, llegamos a la
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secuencia ¥, =1 1), que es un axioma (SP).
En la segunda rama, tenemos 1, ), L . Esta regla es un axioma (LA), y
hemos acabado.

Ejemplo 3.5.

Vo p(x) = q(x) (V;vp(x)) — (Vm q(:v))

(= C)

Vep(z) = q(z),Vep(z) Vog(z)

(VCx)

Vep(z) — q(z),Vep(z) q(c)

(VA)

Vap(z) — q(z),Vep(z),p(c) = q(c) qlc)
(VA)

Vap(z) = q(z), Ve p(x),p(c) = q(c),p(c) qlc)
(FS)

3.4. Reglas derivadas

Al crear arboles de deduccién, hay una serie de razonamientos que se aplican
muy frecuentemente pero que no vienen expresados por ninguna regla basica.
Por ejemplo, en el ejemplo para deducir la secuencia v, ) ¢, que parece
tan obvia como un axioma, hemos necesitados tres nodos extra. Podemos resu-
mir razonamientos frecuentes de este tipo en reglas que no son bésicas pero se
pueden deducir de ellas:

Definicién 3.6. Una regla

' o1 - Ty pn
' ¢
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con n > 0 es derivable si existe un arbol de deduccién para I' ¢ cuyas hojas
son axiomas o de la forma I'; ¢;,i=1,...,n.

Ahora, si tenemos un arbol de deduccion T para I ¢ que usa reglas bésicas
y derivadas, también existird un arbol de deduccién para I' ¢ que solo usa
reglas béasicas. Informalmente, para obtener este nuevo arbol, basta con buscar
en el arbol un nodo I'y ¢y que se ha obtenido de sus hijos mediante una regla
derivada. De modo que fijandonos en ese nodo y sus hijos, el arbol sera algo asi:

donde T; es el arbol de deduccion que se ha usado para llegar a I'; ;. Ahora,
simplemente, cambiamos el grafo formado por el nodo y sus n hijos por el arbol
de deduccion de la regla derivada. Cuando en una hoja del arbol de la regla
derivada aparece una secuencia I'; ¢;, anadimos debajo de ella el arbol de
deduccién T;. De modo que esqueméticamente obtenemos un arbol asi:

donde en el arbol T solo se usan reglas basicas y axiomas. Se puede demostrar
que sustituyendo de este modo todas las reglas derivadas acabamos obteniendo
un arbol en el que solo hay reglas basicas y axiomas.
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De modo que por lo que acabamos de ver, si tenemos un arbol paraI' ¢ que usa
reglas béasicas y derivadas, se cumple que I' ¢ es formalmente deducible. Esto
quiere decir que podemos usar sin problemas reglas derivadas que conocemos
en los arboles de deduccioén.

3.4.1. Repertorio de reglas derivadas

En esta seccion expondremos muchas reglas derivadas que permiten ver como
razonamientos que hacemos habitualmente se expresan en el calculo de secuen-
cias. Para casi todas las reglas derivadas incluimos sus arboles de deduccion.

= Eliminacién de una conjuncion: siempre podemos demostrar un resultado
mas fuerte. Son dos reglas simétricas.

EnN) L vhe AN
' e I ¢
Demostracion.
I ¢
/(RC)\
I vAp Loy Ae o
Premisa (AA)
Lo o
(SP)

= Modus Ponens

omp) LI » T 9o=9
Ly

Demostracion.
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L9

PN

Premisa /(RC)\
Lo,p—= o Lo o=
/(_> A)\ (FS)
Fojo—=1¢ ¢ Ly o I o=
SP SP Premisa

= Variante de la conjuncién en el consecuente.

(nC)

Lio, b oAy
Demostracion.
Lipp oAy
/(/\C)\
Lo Lipp 4
(SP) (SP)

= Variante de la disyuncién en el consecuente.

VC) T o ove T4 eve

Demostracion.
e oV
(VC)

T ¢
(SP)
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= Reduccion al absurdo: suponer la negacion de la conclusion y llegar a una
contradiccion.

(RA!) Li—=p L1
I' e

Demostracion.

(=C)

= L

Premisa

= Reglas de la contradiccion.

cry L ¢ T ¥
I o

Demostracion.

r e

N

L ¢ r 1

(L A) / (RC>\

=y L r —
Premisa
(-A)

T, 3
(FS)
r o

Premisa
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CcT _
CT2) T oo &

Demostracion.

Lo~ @

AN

Loo—p, - Lo~ ¢
(SP) (SP)

= Reglas de la doble negacion.

(-=C) L ¢ (——Al) Ly ¢
L= Lmme 4

Demostracion.

' ¢ L —p
Premisa (=C)

T, ¥, 7P 1
(CT2)

| R eV R V)

SN

I=—p ¢ L==,0 @

(DN1) (FS)

imme = Lo 4
(SP) Premisa
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= Reglas de la contraposicion.

cpy) _L'v e  (cpy Lo =
Limp =y Iy
Demostracion.
Ly =
(—C)
L=,y L
///QRCP\\\
Faﬁ(pf(/) ® Faﬁ(pﬂ/}v@ 1
(FS) (CT2)
Ly e
Premisa
(cpyy Ly = (cp,y L.oo
Ly ¢ I,y
Demostracion.
Ly o
(DNY)
F7w ﬁﬁsp
(CPy)
]-—‘7_‘90 _'fll)
Premisa

= Otras reglas no constructivas.

vany Liop @ L=y
L vy I pvey

Demostracion.
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LoV
(RA!)
I=(evey) L
(—A)
Lm(pVvey) oVy
(VC)
L=(eVvy) ¢
(CPy)
Limp pVY
(VC)

L=p ¥

Premisa

| . .
(TE!) Tercio excluido T oV 0

Demostracion.
F (2 V %
(va!)

Ti=p =
(SP)

(DC!) Distincion de casos Lo 9 Loy ¢
r 4

Demostracion.
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Ly

SN

I oV-p LioV-p ¢
(TE!) /(\/A!)\
Lo 9 L—p 9
Premisa Premisa
Fo—v x
Demostracion.
Fy—v x
/ (DC!)\
[, =9 x Lopo,p =1 x
(FS) / (= A>\
L~ x Tpe—=9 ¢ INNCRUESY
Premisa (SP) (FS)
Iy x
Premisa
(- — Al Lo, ™ X

I=(p—v¥) x

Demostracion.
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I=(e =) x
(CP,))
L-ox ¢—
(= C)
I
(CP,))

F7 ©, ﬂﬁ X
Premisa

= Leyes de De Morgan.

(DM3) L,V =(pAy)

Demostracion.
L,V -y =(pA)
(CPy)
L,oAY (= V)
(NA)
Lo =(mp V)
(—C)

F7¢7w7_|¢\/_|¢ J_

/ <vA>\

I—"gp"(/)?—\(p 1 F,%%_‘?ﬁ 1
(CTs) (CT)

Demostracion.
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Lo=(pAY) —pV 9

(CPy)

Loa(me V=) oAy

PN

Lm(meV—y) ¢ L=o(e V) 4
(CP,)) (CP,))
Limp —p V=g L= =V
(VC) (VC)
Limp = Lo =0
(SP) (SP)
(DM3;)

LAy (V)

Li=(pVy) —pA-y

= Ley de Pierce

I ((p=9)=p)—e

» Reglas de ejemplificacion. (t € TERMz)

I Vx
) Ty e W e
(Bvs) LDoolt/z] o
L'V o
Demostracion.
[\Vzp o[t/z]
(VA)

Ly, plt/x]  @lt/z]
(SP)
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L oplt/x]

RN

I'Vxp L.Vze  olt/]
Premisa (EV1)
L Vee @
/(R@\
I,V @[t/x] D.Vzp, plt/z] 1
(EV1) (RS)
L,olt/z] o
Premisa
I, 3z P
B3 Towal me ® 1o
Demostracion.
T, olt/z] Fzp
(3C)
L, olt/z] o[t/]
(SP)
Loolt/a] o
/ (RC)\
L olt/z]Fze 1) L, olt/z] Fze
(FS) (E31)
T'3zp v
Premisa

= Leyes de dualidad.
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(SDM;,) (SDMy)

[ 3z—p =Vz I, =Vx ¢ Fz-p

(SDM;)

(SDMy)

L Ve=p -3z ¢ I',=3z ¢ Vz-p

Demostracion. Se demuestran la segunda y la cuarta.
I',=Vz ¢ Fz—p

(CP,4)

I,—3z—¢ Ve

(VC¥)

[, —3z—p ¢lc/x]

(CPy!)

T, —plc/x] Jaz—p
(E31)

I, —=dzp Vz—p

(VC*)

L, —3zp  —ple/]

(CPy))
I, —ple/z] e
(E3y)
= Sustitucion generalizada

F7tl iSla“-atn isn @[31/.131,...,5”/37”]

Demostracion. Por induccién sobre n.
(POR COMPLETAR)
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3.5. Ejemplo de uso de deduccién natural
Como ejemplo, intentaremos demostrar que se cumple la siguiente frase:

No ezxiste el barbero que sea el barbero que afeite a los barberos que no se
afeitan a si mismos.

Para formalizar esto, usaremos los predicados p|; y al2, donde p(x) significa

‘x es barbero’ y a(x,y) significa ‘z afeita a y’.
Entonces, la conclusion a la que queremos llegar es:

—3zb(z) A (Vyb(y) — (alz,y) < —a(y,y)))

Y no tenemos ninguna premisa. Pasamos directamente al 4rbol de deduccion:
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—3ab(x) A (Vyb(y) — (a(z,y) < —aly,y)))
(-C)

Jzb(z) A (Vyby) — (a(z,y) < —aly.y))) L
(3A)

b(e) A (Vyb(y) — (ale,y) < —aly,y))) L

b(c), Yyb(y) — (alc,y) < —a(y,y)) L

b(e), Yyb(y) = (ale,y) > —aly,y)), b(c) = (a(e, ) < nale,¢)) L

b(c),b(c) — (a(e, ¢) + —ale,¢)) b(e) b(c),a(c,c) < —a(c,c) L

(SP) (AA)
b(c),nalc,¢) = ale,¢),alc,¢) = —a(e,c) L
(FS)
) — —a(c, ¢)
/ —>A' \
—>a(ccﬁacc ) = a(c,¢),na(c,c) L
——a(e, ¢) —a(e, ¢),alc,e) L —=alc, c),—alc, c) —a(e, ¢),ale,c) L

(CT2) (CT>) (CT>) (CT2)

Como no hemos definido reglas para dobles implicaciones, hemos tratado la
doble implicacion como si fuera la conjuncién de las implicaciones en los dos
sentidos.
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3.6. Correccion

Ya hemos definido anteriormente lo que significa que ¢ sea formalmente de-
ducible a partir de ¢, ® F ¢. Vamos a comparar ahora esto con la semantica
que hemos visto en el tema anterior.

Para que la deduccién natural sea compatible con la seméntica, nos interesa
ver que ® implica ¢ si y solo si ¢ es formalmente deducible a partir de .
Expresandolo formalmente, queremos ver que I' F ¢ si y solo si I' F ¢. Esto se
divide en dos implicaciones:

= Correccion: ® ¢ implica ¢ F .
= Completitud: ® F ¢ implica ¢ F ¢.

En esta seccién se demostrara la correcciéon de la deduccion natural, y la
siguiente seccion se dedicara a la completitud.

Definiciéon 3.7. Diremos que una secuencia I' ¢ es correcta si se cumple
I' E ¢. Es decir, informalmente, si ‘las premisas implican la conclusién’.

Definicién 3.8. Una regla

'y 1,00 on

L op
se dice correcta silasecuencia I' ¢ es correcta siempre quelosean I'y  ¢q,...,T,
Es decir, si se cumplen I'y F ¢4, ...,I',, F ¢, entonces se cumple I' F .

Conviene hacer notar que un axioma

I ¢

es correcto si I' F .
Proposicion 3.9. Todas las reglas y axiomas bdsicos son correctos.

Demostracion. Se comprueba directamente. Haremos algunas demostraciones a
modo de ejemplo.

(RC) ry Dy oy
Loy
Supongamos que I' E ¢, ', ¢ E ¢. Sea una interpretacion J tal que JE T (si no
existe tal interpretacion, el enunciado es trivial). Al ser I' F ¢, J E ¢ y por tanto
JETU{¢}, y como T',9) E p, TE ¢. Como esto lo cumple cualquier modelo 7,
tenemos que I' F .
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(= A) Lo—=d o  T)Y x
Lo—=4 x
Supongamos que I';o — ¥ F p, I';¢p E x. Sea J tal que J F I';o — 9. Por
tanto, JF oy JF ¢ — 1, es decir, J F 9. Por otro lado, como también J F T,
entonces J E T'U {t}, con lo que J E x. Al ser J arbitrario, T U {¢ — ¥} F x.

(vA) L.Vee,elt/z] & e TERMS
I'Vzp @

Sea J E T'U {Vz ¢}. Entonces, para todo a € A (con A conjunto soporte de
J), Jla/z] E ¢y, por ser t7 € A, tenemos que J[t”/z] E ¢. Por el Lema de
Sustitucion, J E ¢[t/z]. Por tanto, 7 F T' U {Vz ¢, p[t/z]} y, como suponemos
que I',Vz o, p[t/x] E 1, obtenemos que J F 1, lo que nos da el resultado.

(vCx) L ele/z] ¢ variable nueva
' Vzo

Sea 7 interpretacion tal que J F T'. Como suponemos I'  ¢[c/x] correcta, te-
nemos J F p[c/z]. Ahora queremos demostrar J F Vap. Es decir, dada a € A
cualquiera, queremos demostrar J[a/x] E ¢.

Sea J' = Jla/c], es decir, igual que J salvo que ¢ = a. Como ¢ no esta en
ninguna formula de 'y J F ¢ V¢ € T, por el lema de coincidencia [2:41] se
cumplird que 3" F ¢ Vyp €T

Por tanto, como estamos suponiendo que I' E ¢[c/z], tenemos que T’ E
¢le/z]. Bquivalentemente, 3'[¢? /z] E ¢, es decir, ¥'[a/z] E ¢.
De modo que, como ¢ ¢ voc(y) y por tanto J ~, J’, por el lema de coincidencia
también se cumple que J[a/z] E ¢, como queriamos. O

Ahora que tenemos que las reglas bésicas son correctas, el tltimo paso que
nos queda para demostrar la correccién es demostrar que las reglas derivables
también son correctas.

r T, o
Proposicién 3.10. Sea (R) — L Ld

glas correctas. Entonces (R) es correcta.

una regla derivada usando re-

Demostracion. Ya que (R) es derivada, existe un arbol de deduccion que tiene
al ¢ enlaraiz y axiomas o elementos de {I'y ¢1,...,I'y  ¢,} en las hojas.
Vamos a demostrar el resultado por inducciéon en m, siendo m la profundidad
del arbol de deduccién.

= m = 1; Entonces el 4rbol solo tiene un nodo, la secuencia I' ¢. Como esta
secuencia es a la vez una hoja, o bien es I'; ; para algin i € {1,...,n},
en cuyo caso el enunciado se cumple trivialmente, o bien es un

axioma correcto, en cuyo caso tanto se cumple I' F ¢ y también se cumple
el enunciado.
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= Sea m > 1y supongamos que el arbol de deducciéon para (R) tiene altura
m. Entonces es de la forma:

\ /

Aq
Azwmas F Aziomas, F Vi

donde

(R) Ay ¢1F @Ak Vi

es una regla correcta, y cada A; 1, tiene un arbol de deduccion T; de
altura < m.

Como el arbol de deducciéon T; tiene altura < m, y tiene en la raiz a
A; 1y y en las hojas axiomas o elementos de {I'1  ¢1,...,I' @, }, por
hipotesis de inducciéon tenemos que la regla

r I'n on
(Rl> 1 ¥ ®

A
es correcta, paral=1,...,k.
De modo que si suponemos que I'y  ¢1,...,I';, ¢, son correctas, enton-
ces A; 1), es correcta paral = 1,... k. Por tanto, como (R’) es correcta,

I' ¢ también es correcta. Por tanto (R) es correcta.
O
Corolario 3.11. Toda regla derivada es correcta.
Demostracion. Directo usando [3.9]y [3:10] O
Corolario 3.12. (Correccion) Si @ &= ¢, entonces ® F ¢.

Demostracion. Por definicién, si ® F ¢, hay un subconjunto finito I' C & tal
que FT' . Es decir, T es un axioma derivado, y por es correcto. De

modo que se cumple I' F ¢. Esto, a su vez, implica que @ F .
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3.7. Completitud

Como en el caso de los tableaur de primer orden, la completitud va a ser
mas complicada de demostrar que la correcciéon.

Definicion 3.13. Decimos que un conjunto ® es consistente, con(®), si & ¥ L,
es decir, no existe un subconjunto finito I' C ® tal que FI" 1.

El resultado que nos llevara la gran mayoria de la seccion sera demostrar el
teorema[3.17] que dice que si un conjunto ® es consistente, entonces es satisfac-
tible. Una vez demostrado este teorema, la completitud se deducira sin mucho
esfuerzo. Comenzamos con el siguiente lema:

Lema 3.14. Las siguientes reglas son derivadas:

1. Si a es a-férmula,
F,O[l,OéQ,Oé X

(@) To
2. Si B es B-formula,
F7 517 ﬁ X F7 527 ﬁ X

5
) LB x
8. Si o es o-férmula,
(O_)Fao-7 o1 X
Lo x

4. SI v es~y-formula yt € TERMg

Loy(),y x
(20 X
VX

5. 8i 6 es d-formula y c € Cy es nueva,
I'o(e),0 x
O
) X

6. Si0 e EQg es 0-formula,
Lo x

05—

Demostracion. No se incluye. En cada apartado es necesario dividir en casos y
crear arboles de deduccion para cada caso. O

Proposicion 3.15. Sea T tableau finito para ®. Sean:
I''={p € ®| ¢ aparece en T}

T, :={p | ¢ aparece en la rama r}

Si para toda rama v de T se cumple que, dada la formula x, - T, x, entonces
FT .
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Demostracion. Sea T tableau finito para ®. Entonces se puede construir en un
numero finito de pasos Ty, . . ., T, mediante la aplicacion de las reglas Ry, ..., R,.
Realizamos la demostracion por induccion sobre n. Denotamos I'y, := {¢ €
® | ¢ aparece en Ty }.
$1

. R 2
Sin = 0 entonces tenemos un tableauz inicial Ty = 4 yeon {p1,..., 0t C

Pk
®. Por tanto, solo tenemos una rama r que ademés verifica que I' = I';, de lo
que se sigue el resultado.

Sea n > 1, supongamos que el resultado se cumple para T,,_;. Para ver que
se cumple en T,,, tenemos que distinguir casos dependiendo de la regla que sea
R,,. En todos los casos, usaremos la letra r para nombrar las ramas de T;,_1 y
s para nombrar a las ramas de T,.

= Si R, = R,, entonces en T,,_; tenemos una rama ry conteniendo la a-
formula «, y esa rama se extiende anadiendo a1 y s para formar la rama
sg de T,.

Supongamos ahora que - 'y  x para toda rama s de T}, y queremos llegar
a que se cumple - I';;  x. Veamos primero que para toda rama r en T,,_1,
tenemos - I',,  x. Para ello basta comprobar que - I';, X, ya que el resto
de ramas r que no son 79 no se han extendido y son también ramas de T,.

Pero sabemos que - T's,  x. Ademés, como a € Ty, y I's, = 'y U{a1, a2},

r .
FSO ;2 es derivada. Por tanto como se
0

cumple - I'y;  x, también se cumple - I';,, .

por el apartado 1 de|3.14|la regla

Como tenemos + I'.  x para toda rama r de T,,_1, por hipodtesis de in-
duccion FT',_1  x. Como I';,_; C T, esto implica - T',, x.

= 5i R, = Rg, entonces en T,_; tenemos una rama 7y conteniendo la j3-
formula 3, y esa misma rama se extiende anadiendo (31 y B2 para formar
las ramas s; y s de T, respectivamente.

Supongamos ahora que - I's  x para toda rama s de T, y queremos llegar
a que se cumple - I';;,  x. Veamos primero que para toda rama r en T, _1,
tenemos F I',  x. Para ello basta comprobar que - I'y, X, ya que el resto
de ramas r que no son g no se han extendido y son también ramas de T,.
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Pero sabemos que - I'y;, x y F T, x. Ademés, como g€l yI's, =

S2

T U{B1}, s, = Ty U{B2} por el apartado 2 de|3.14|1a regla Loy s o

L) X
es derivada. Por tanto como se cumplen -T'y, x y FT's, x, también se

cumple FT';,  x.

Como tenemos - I'.  x para toda rama r de T,,_1, por hipdtesis de in-
duccion FT',_1  x. Como I',,_; C T',,, esto implica - T',, x.

Si R, = R,, entonces en T, _; tenemos una rama 7y conteniendo la o-
formula o, y esa misma rama se extiende anadiendo o; para formar la
rama sg de T5,.

Supongamos ahora que - 'y x para toda rama s de T}, y queremos llegar
a que se cumple - I';,  x. Veamos primero que para toda rama r en T,,_1,
tenemos - I',  x. Para ello basta comprobar que - I';,, X, ya que el resto
de ramas r que no son 79 no se han extendido y son también ramas de T,.

Pero sabemos que - T'y,  x. Ademas, como o € I,y y I'y, = Ty, U {01},

X

por el apartado 3 de[3.14]1a regla ?"’Oﬁ es derivada. Por tanto como se
70

cumple - I'g,  x, también se cumple -I',,, x.

Como tenemos + I'.  x para toda rama r de T,,_1, por hipotesis de in-
duccion FT',_1  x. Como I';,_1; C T, esto implica - T',, x.

Las reglas ~,§ siguen el mismo razonamiento que la ¢ cambiando o por
~v/d vy o1 por v(t)/d(c) respectivamente, y usando los apartados 4/5 de
B.I14

La regla 6 también se hace de forma similar, viendo que si en la regla
anadimos una férmula 6 a una rama rg de T,,_1 para obtener una rama

r .
2 X es derivada.
0 X

so de T}, entonces por el apartado 6 de[3.14] la regla

Si R, = Rpip, entonces en 1,,_; tenemos una rama ro, & la que afladimos
la formula ¢ de ® para formar la rama sg de T5,.

Supongamos ahora que - Iy x para toda rama s de T}, y queremos llegar
a que se cumple - T';, . Veamos primero que para toda rama r en T;,_1,
tenemos - I'. (¢ — x. Dos casos:

e 1 £ ro. Entonces r también es una rama de T,,, por tanto sabemos
FT,. x.Por (FS), obtenemos T, ¥,y por (— C), llegamos a
que FI'. ¢ — x.
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e r = rg. Sabemos que F T'y, X, por tanto por (— C), tenemos que
FTs \{¥} ¢ — x. Como Iy, \ {¢} CT,,, por (FS) tenemos que
FTy o= X

De modo que como tenemos que - I', ¢ — x para toda rama r de
T,—1, por hipoétesis de induccién con la férmula ¢ — x tenemos que F
I'hn.1 ¢ —x. Comol,,_; CT,, tenemos I, ¢ — x. Como ademas
F T, ¢ esun axioma del supuesto, por (MP) deducimos que + T, 1,
como queriamos.

O

Corolario 3.16. Si el conjunto de formulas ® tiene un tableau cerrado, entonces
Dk 1.

Demostracion. Sea T un tableau cerrado para ®. Sea r rama de 7. Si L € '),
entonces - I’ L, por (SP). Si existe cierta ¢ tal que ¢, ~¢ € I',., entonces,
por (CTg), -T,. L.

De modo que como para cada rama r se cumple - I',, L, por tenemos
FT L,conT :={p € ®|pestden T}. Como I' es subconjunto finito de P,
ok 1. O

Teorema 3.17. Si con(®), entonces Sat(®P).

Demostracion. Es la forma contrarreciproca del resultado anterior. O

Corolario 3.18. (Completitud) Si ® = ¢, entonces ® F .

Demostracion. Si ® E ¢ entonces Insat(® U {-p}), es decir, por es falso
que con(® U {—p}), y entonces existe un subconjunto finito T' C ® U {—p} tal
que - I' L. Tenemos, por tanto,

r 1
/ T \
Aziomas

Veamos si existe un subconjunto finito A C & tal que - A .

» Si—p ¢ T, tomando A :=T' obtenemos:

116



» Si—p e A, tomando A :=T\ {—¢} obtenemos:

de modo que en ambos casos se cumple el enunciado. O

De modo que hemos visto que si S es signatura numerable y ® C FORMg
es insatisfactible, entonces ® tiene tableau cerrado y es, por tanto, inconsistente.
De hecho, este resultado también se puede demostrar cuando S no es numera-

ble[l

Finalmente, demos una visiéon global de lo que hemos estudiado en estas
ultimas subsecciones. Partiendo de los dos pares de conceptos deduccion for-
mal-consistencia y correccion-satisfactibilidad hemos establecido un nexo entre
las perspectivas sintictica y seméntica, respectivamente representadas por cada
par de tales conceptos.

Este nexo consiste en los Teoremas de Correccion y Completitud, que nos
permiten pasar ‘de un lado a otro’: El teorema de correcciéon nos permite tra-
ducir algunas afirmaciones sintacticas a seménticas, y el de completitud nos
permite traducir afirmaciones seménticas a sintacticas.

A continuacién mostramos la correspondencia que hemos definido:

Sintaxis  Semantica
Férmulas <= Modelos
Py (Phupp) =Pk
con(®) < sat(P)
Foov—= o~y
Fo<<Fp

1Este resultado se puede encontrar en el capitulo 5 del libro Mathematical Logic, de los
autores H.-D. Ebbinghaus, J. Flum y W. Thomas.
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4 Alcance y limitaciones de
la 16gica de primer orden

Vamos a dedicar esta seccién a estudiar las nociones y resultados més im-
portantes de este manual.

4.1. Teorema de Compacidad y modelos

Comencemos demostrando una version méas general de que se convertira
en una de nuestras herramientas bésicas en las siguientes secciones:

Teorema 4.1. (Teorema de compacidad) Sea S signatura, ® C PROPs, ¢ €
PROPs. Entonces,

a) ®E ¢ siy solo si existe Do Cri O tal que @g F .
b) sat(®) si y solo si para todo ®g C i, D, se cumple sat(PDy).

Demostracion. Demostramos solo el caso de signatura S numerable, que es don-
de hemos estudiado los teoremas de correccién y completitud. El caso no nume-
rable también se puede demostrarE]

a) La implicacion <= es trivial. Veamos =>. Si ® F ¢, ® | ¢, por tanto hay
®y C @ finito tal que F &y ¢, de modo que $y - ¢ y por tanto Py F .

b) La implicacion = es trivial. Veamos <= en su forma contrapositiva. Si
insat(®), & F L, por tanto hay &y C P finito tal que - &y, L, luego
Oy - L y por tanto Og E L, es decir, Insat(Pg).

O

Recordemos que una sentencia es una féormula de primer orden en que ningu-
na variable aparece libre. Pues bien, a partir de ahora vamos a trabajar con sen-
tencias. Dada una signatura S, definimos Sents := {¢ € FORMg | lib(¢) = 0}.

1Una prueba se puede encontrar en Logic and Structure, Dirk Van Dalen, Ed. Springer
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Ahora supongamos que tenemos una signatura .S, una S-algebra 2 con con-
junto soporte A y una sentencia ¢ € Sentg, y sean 01,09 : Var — A funciones
que asignan valores a las variables. Con ellas podemos definir dos interpretacio-
nes, J; := (A, 01) v, Jo := (2, 02). Entonces, por el Lema de Coincidencia
como lib(p) = ), tenemos que pIt = pI2

Es decir, que una interpretacion J := (2, o) verifique o no una sentencia solo
depende de 2, no de ¢. Por tanto, es natural introducir la siguiente definicién:

Definicion 4.2. Dadas una signatura S, una S-algebra 2l y una sentencia ¢ €
Sentg, decimos que 2 E ¢, A es un modelo de p, cuando para alguna asignaciéon
o : Var — A la S-interpretacion J := (2, o) verifica ¢.

Definicién 4.3. Si @ C Sentg, definimos la siguiente clase:
Modg(®) = {2 | A S-algebra y A E ¢ para toda ¢ € ®}.

Asi, decimos que una algebra 2 es modelo de @ si 2 F ¢ para toda ¢ € ®.

Teorema 4.4. Si ® C Sents admite modelos finitos arbitrariamente grandes,
entonces admite algin modelo infinito.

Demostracion. Para cada n, tenemos un modelo 2, de soporte A,, con |A4,| > n.
Ahora vamos a definir para cada n > 2 una sentencia ¢,, que dice ‘hay al menos
n elementos en el conjunto soporte’:

p2 =3drdy—w =y

p3 =Jzydzx=yA-zxz=zA-y=z2

n n .
On = 31‘13.’132 ‘e Eil‘n /\izl /\j:iJrl T =X

No es dificil verificar que una estructura es modelo de ¢, si y solo si su
soporte tiene al menos n elementos. Ahora definimos el conjunto de sentencias
P = DU{pp tn>2. S comprobamos que d es satisfactible habremos acabado, ya
que cualquier modelo de P tiene que tener infinitos elementos en su soporte. Pero
por el Teorema de Compacidad, para esto nos basta comprobar que cualquier
subconjunto finito de d es satisfactible.

Sea &y C ® finito. Entonces podemos definir ng := méx{n € N|p, € ®¢}.
Y esta claro que 2, es modelo de @y, ya que es modelo de ® y de ¢,, para
cualquier n < ng. Por tanto ®q es satisfactible. O

4.2. Teoremas de Lowenheim-Skolem

Nos disponemos ahora a ver los teoremas de Lowenheim-Skolem que, dado
un conjunto de sentencias ®, nos garantizan la existencia de modelos para ® de
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cardinales grandes (version ascendente del teorema) o pequenos (version descen-
dente del teorema). En los siguientes teoremas, con el ‘cardinal de una signatura’
nos referimos al cardinal del conjunto de constantes, funciones y predicados de
la signatura, y con el ‘cardinal de un modelo’ nos referimos al cardinal de su
conjunto soporte.

Teorema 4.5. (Teorema de Lowenheim-Skolem, caso numerable descendente)
Sea S signatura numerable, ® C Sentg satisfactible. Entonces ® tiene un modelo
a lo sumo numerable.

Demostracion. Como S es numerable y ® es satisfactible, el tableau candnico
para ® tendré alguna rama abierta r, de modo que ® C I',. y T',. es de Hintikka.
Entonces cogemos la interpretacion Jr,, como esta definida en

Esta interpretacién satisface I',., de modo que como ® C I',., también satis-
face ®. Es decir, su algebra Tr_ es modelo de ®.

Ademaés, su conjunto soporte es 1,/ =r,. Pero |Tr,/ =r, | < |Tr,| <
|FORMg|. Como FORMg es numerable, este es el modelo con soporte nume-
rable que buscabamos. U

Pasamos a ver la version general del teorema anterior, de la cual no se incluye
demostracion.

Teorema 4.6. (Teorema de Lowenheim-Skolem descendente)
Sea S signatura, ® C Sentg satisfactible. Entonces ® tiene un modelo de car-
dinal < |[FORMz3|.

Nota 4.7. Para cada signatura con conjunto de simbolos de constante C, po-
demos considerar el conjunto de formulas que nos dicen que las constantes son
distintas dos a dos, ®c = {—¢1 = c2}e; creCier e, - Entonces, cualquier modelo
de ® tiene que tener cardinal > |C/.

Esto nos dice que el teorema [£.6 no es mejorable:

Supongamos que tenemos una signatura S sin funciones ni predicados y
con un conjunto infinito C' de constantes. Entonces, se puede comprobar que
|[FORMg| = |C|. Si ahora consideramos el conjunto de sentencias ®¢, es satis-
factible (basta elegir un modelo 2[ cuyo conjunto soporte sea el propio conjunto
de constantes y definir ¢® = ¢ para toda constante c), sin embargo, cualquier
modelo de ®¢ tiene cardinal superior a |C| = |[FORMg|. De modo que en este
caso, la desigualdad de no puede ser estricta.

Ejemplo 4.8. Sea la signatura S = (0,1,-,+, <) y el algebra habitual de los
reales, R< = (R;0,1; -, +; <).

Entonces podemos definir el conjunto de sentencias que cumple R<:

Th(R<) := {p € Sents | R< F ¢})

El teorema nos dice que de hecho hay un modelo numerable R' que
también verifica Th(R<), es decir, cualquier sentencia que cumpla R< también
la cumple este modelo numerable R'.

120



Pasamos directamente a ver la version ascendente del Teorema de Léwenheim-
Skolem, que si podremos demostrar (usando el caso no numerable del teorema
de compacidad).

Teorema 4.9. (Teorema de Léwenheim-Skolem ascendente) Sea S signatura,
® C Sentg de forma que existe algin modelo infinito de ®, y sea k un cardinal.
FEntonces ® tiene un modelo de cardinal > k.

Demostracion. Sea K un conjunto de cardinal  (por ejemplo, K = k). Counsi-
deramos una nueva signatura que resulta de afiadir a S una constante por cada
elemento de K:

S"'=8SU{cs;a e K} donde ¢, # ¢, si a # b.

Sea ® C FORMg: definido como ®U{—¢, = ¢pla,b € K, a # b}. Veamos prime-
ro que ®’ es satisfactible. Para ello, claro, nos basta el teorema de compacidad
zni!

De modo que sea ®¢ C @’ finito, veamos que es satisfactible. Sean a1, ..., ay
los elementos a de K tales que ¢, aparece en alguna féormula de ®(. Entonces,
llamando ®; = ® U {—¢c,;, = cq,li,j € {1,...,n},i # j}, tenemos que $¢ C ;.

Pero ®; es satisfactible, ya que como ® tiene un modelo infinito 2 en S,
podemos elegir el modelo 2 para ®; en S’, asignando k elementos distintos del
conjunto soporte a cq,, ..., Cq, Yy asignando los valores que queramos al resto de
constantes.

Por tanto, por el Teorema de Compacidad, ya tenemos que @’ es satisfactible
en la signatura S’. Sea 2o una S’-dlgebra que satisface ®'. Entonces, el cardinal
de g es > k, ya que tenemos k constantes distintas y ®’ afirma que representan
distintos elementos del conjunto soporte. Hemos encontrado una S’-algebra que
satisface ® de cardinal > k. Para probar el enunciado, queremos una S-élgebra
que cumpla lo mismo.

Para ello basta definir la S-algebra 2(;, que tiene el mismo soporte que 24y y
asigna a cada constante, funcion y predicado de S lo mismo que 2dy. Como A
es modelo de @, ; también serd modelo de ®. Por tanto, ya hemos encontrado
una S—algebra que satisface ®, y de cardinal > x, como queriamos. O

Teorema 4.10. (Teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski) Sean S signatura,
® C Sents con modelos infinitos y k cardinal tal que k > |FORMg|. Entonces
existe A € Mod(®) tal que || = k.

Demostracion. Usando la misma notacién que en el teorema anterior, podemos
obtener una S’-algebra de cardinal k que consiste en anadir constantes a ® y un
conjunto de sentencias ® C FORMg. satisfactible y tal que cualquier modelo
de @' tiene cardinal > k.
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Pero entonces, por el Teorema de Léwenheim descendente, tenemos que
hay una S’-algebra A que satisface ' y de cardinal < k. Como es modelo de
@', tiene cardinal > k, por tanto 2 tiene cardinal exactamente x.

Ahora, igual que en el teorema anterior, creamos una S-algebra 2l; con el mis-
mo conjunto soporte que 2 y que asigna a cada constante, funcién y predicado
de S lo mismo que 2. ; es un modelo de ® de cardinal x, como queriamos. [

4.3. Axiomatizabilidad

Definiciones 4.11. Dada S signatura, sea KC clase de S-algebras.

= Csedice clase elemental (o finitamente axiomatizable) si existe & C Sentg

finito tal que I = Mod(®).

= KC se dice clase A-elemental (o axiomatizable) si existe ® C Sentg tal que
K = Mod(®).

Ejemplo 4.12. Sea G := (-, ¢). Sea

Vex-e=xzANe-x=x

{ Vavyvz (z - (y-2)) = ((z-y) - 2)
(I)G::
Vedyx-y=eAy-x=e

Sea K := {2 | 2 es grupo}. Entonces es claro que X = Mod(®¢), por tanto K
es elemental.

Ejemplo 4.13. Sea C := (0,1, 4|2, |2) v sea ®¢ el conjunto de las sentencias
que expresan los axiomas de cuerpos. Si queremos expresar la propiedad de ‘ser
de caracteristica 0’ necesitamos las sentencias ®c U {—x, | p es primo}, siendo

Xp=1+4+---+1=0.
p veces

Por tanto, solo podemos afirmar que K := {2 | 2 es cuerpo de caracteristica 0}
es A-elemental. De hecho, veremos que no es elemental.

Ejemplo 4.14. K := {2 | 2 es cuerpo algebraicamente cerrado} es clase A-
elemental.

Conviene hacer notar lo siguiente. Dada S signatura, dada la clase elemental
K y el conjunto finito ® := {p1,...,p,} C Sentg tal que K = Mod(®), sea
@:=p1 A+ Ap,. Entonces A € Mod(®) siy solo si A€ Mod(p). Por tanto,
hemos probado que

Proposicion 4.15. Dada S signatura, la clase de S-estructuras IC es elemental
si y solo si existe ¢ € Sentg tal que K = Mod(y).

Proposicion 4.16. Sea S signatura.
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1. Si K es elemental y existe ® C Sentg tal que Mod(®) = K, entonces
existe &g C @ finito tal que Mod(Dy) = K.

2. K es elemental si y solo si K y KC son A-elementales.
Demostracion.

(1) Si K es elemental, existe ¢ € Sentg tal que K = Mod(y). Como, por otro
lado, X = Mod(®), ® F ¢ y, por compacidad, existe &g C  finito tal que
Py F p, luego

K = Mod(p) C Mod(®g) C Mod(®) =K,
con lo que K = Mod(®y).

(2) Si K es elemental, es claramente A-elemental y, ademas, existe ¢ € Sentg
tal que K = Mod(y), con lo que Mod(—¢) = KC, 1o que nos da que KC es
elemental y por tanto A-elemental.

Reciprocamente, si K y KC son A-elementales, entonces existen &, ¥ C

Sentg tales que
Mod(®) = K y Mod(¥) = K°

Vemos que Mod(® U W) = Mod(®) N Mod(¥) = KN KE = 0, con lo
que ® U W es insatisfactible. Por compacidad, existe un subconjunto finito
de ® U ¥ de la forma &y U ¥y, con &g C & y ¥y C V¥ finitos, que es
insatisfactible, esto es, Mod(®g U ¥y) = (). Por otro lado,

K = Mod(®) C Mod(®,) y K& = Mod(V) C Mod(¥,).

Esto junto a que Mod(®g) N Mod(¥y) = () nos permite deducir que
Mod(®y) N KC = 0, es decir, Mod(®y) C K. Por tanto Mod(®y) = K,

lo cual conlleva que K es elemental, como queriamos ver.

O

Ejemplo 4.17. Consideremos de nuevo la signatura C, los axiomas de cuer-
pos, ¢, v las formulas x,, p € N. Definamos ¥ := &c U{-x, |p € N} y
K := {2 | 2 es cuerpo de caracteristica 0}. Ya vimos que K = Mod(¥) y, por
tanto, que K es clase A-elemental. Veamos que no es finitamente axiomatizable.

Si fuera finitamente axiomatizable, por existirfa cierto ¥y C ¥ finito
tal que K = Mod(¥). Por ser finito, existe p primo tal que ¥y C &, =
®c U {-xq | ¢ < p}. Consideremos el cuerpo F; de ¢ elementos, con t > p
primo. Este cuerpo no es de caracteristica 0 y satisface ®,, lo que contradice la
suposicion de que K = Mod(¥y).

Ejemplo 4.18. En las condiciones anteriores se puede demostrar, por com-
pacidad, que si ¥ F o, con o € Sentc, entonces o es satisfactible en todos los
cuerpos de caracteristica mayor que p, para cierto primo suficientemente grande.

De aqui se sigue que, si f,g € Z[z] son coprimos en Q[z], entonces son
coprimos en Z,[x], para cierto primo p suficientemente grande.
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Definiciones 4.19.

= Sea S una signatura, 2 una S-algebra. Definimos la teoria de 2l como:

Th(2) :={o € Sents | AF o}

= Dos S-algebras 2A,B se dicen elementalmente equivalentes, A = B si
Th(A) = Th(%B).

Proposicion 4.20. Sea S signatura y sean A,B dos S-dlgebras. Si A ~ B,
entonces 2 =B.

Demostracion. Directo por el Lema de Isomorfia, O

Teorema 4.21. Sea S signatura, A S-dlgebra de cardinal infinito. Entonces
existe una S-dlgebra A* no isomorfa a A tal que A* = A.

Demostracion. Por ser 2 infinita, 2 F Th(2) y entonces Th(2) tiene modelos
infinitos.

Sea k cardinal tal que x > || y & > |[FORMg|, por ejemplo, = 2ma=([A||FORMs]),
Por el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski, Th(2) tiene modelos de cardinal
k. Seleccionemos uno de estos modelos, 20*. Veamos que Th(2) = Th(2A*):

Como A* E Th(2A), dada o € Th(), A* E o y por tanto o € Th(2A*), luego
Th(2) C Th(A*).

Reciprocamente, dada o € Th(2*), -0 ¢ Th(*) y por tanto —o ¢ Th(2),
con lo que A ¥ —o y A E o y finalmente o € Th(2).

Ademis, 20 y 2* no son isomorfas, ya que tienen distinto cardinal. O

Definiciones 4.22. Sean S signatura, 20 S-algebra:
» Elem(2) := {8 S-algebra | B = A}.
n Iso(2A) := {B S-algebra | B ~ A}.

n A se dice (finitamente) aziomatizable si Iso(2A) es (finitamente) axiomati-
zable.

Noétese que de se sigue que Iso(2A) C Elem(2), para cada S-algebra 2.

Teorema 4.23. Sea S signatura, A S-dlgebra. Entonces, Elem(2) es la menor
clase axiomatizable de S-dlgebras a la que pertenece 2.

Demostracion. Elem(2l) es una clase axiomatizable de S-algebras, definida por
el conjunto de proposiciones Th(2l). Para comprobar esto, por una parte esta
claro que Elem(2) C Mod(Th(2)), y por otra sea A" € Mod(Th(2)), veamos
que A =2, es decir, Th(A) = Th(A').

Esta claro que Th(2) C Th(') ya que 2 es modelo de Th(2). Por otra
parte, sea ¢ € Th(2'). Entonces 2’ E ¢, por tanto A" ¥ —¢, por tanto por el
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otro contenido tenemos que A = ¢, por tanto A F .

Ademés, cualquier clase axiomatizable I de S-algebras que contenga a 2
contendra a Elem(2l), ya que las S-algebras de Elem(2() verifican las mismas
sentencias que 2, por tanto como 2 verifica el conjunto ® de axiomas de IC,
cualquier otro elemento de Elem(2l) también verifica ®. O

Corolario 4.24. Sea S signatura, 2 S-dlgebra infinita. Entonces 2 no es axio-
matizable.

Demostracion. Por ser 2 infinita, nos dice que existe A* S-algebra no
isomorfa a A tal que A = A*. Es decir, Iso(A) C Elem(2l), por tanto como
Elem(2l) es la menor clase axiomatizable que contiene a 2, Iso(2l) no es axio-
matizable. O

Proposicion 4.25. Sea S signatura, K clase de S-dlgebras y A € K. Si existe
una S-dlgebra B ¢ K tal que A =B, entonces K no es axiomatizable.

Demostracion. Supongamos que exista ® C Sentg tal que K = Mod(®). Como
AeC,AE P,y como B =2, B E &. Entonces B € K, lo que es imposible. [

Ejemplo 4.26. Un cuerpo ordenado C se dice arquimediano si para cada z € C,
existe n € N tal que n > z. R es cuerpo arquimediano. Veamos que la clase de
los cuerpos arquimedianos no es axiomatizable.

Sea S :=(0,1;4, ;<) y sea K tal clase. Supongamos que existe & C Sentg
tal que I = Mod(®). Consideremos:

U:=dU{l <¢,14+1<g¢,...}, con ¢ constante que no usamos en los axiomas.

Entonces ¥ no puede ser satisfactible. Supongamos que 2 S-élgebra tal que
A F W. Entonces, 24 E ®, por tanto 2 es arquimediano, pero AF 1+---+1 < ¢

n veces

para todo n, lo cual contradice que 2 sea arquimediano. Por tanto ¥ no es
satisfactible, y por el teorema de compacidad tiene un subconjunto finito ¥q
insatisfactible.

Sea k el mayor entero tal que

Uy CdU{l<el+1<e...;1+--+1<c}
——
k veces
Tomando como modelo al usual de R y haciendo ¢ = k+ 1 obtenemos que ¥y es
satisfactible, y tenemos una constradicciéon. Por tanto, efectivamente, los cuerpos

arquimedianos no pueden ser axiomatizados por un conjunto de sentencias de
primer orden.
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4.4. Teorias y enumerabilidad efectiva

4.4.1. Ideas basicas

En esta seccién vamos a hacer referencia constantemente al concepto intui-
tivo de algoritmo o procedimiento efectivo. Un algoritmo es una serie de reglas
o instrucciones de longitud finita y que se puedan ejecutar mecénicamente, es
decir, de forma precisa, sin ambiguedades, no abiertas a interpretaciones. El
ejemplo mas claro de algoritmos son los programas que ejecutan los ordenado-
res.

Asi, por ejemplo, para sumar dos nimeros naturales a y b, exprésalos como
una hilera de barras, una a continuacion de la otra, cada barra correspondien-
do a una unidad, y cuenta el numero total de barras es un algoritmo, pero para
sumar dos nuimeros naturales a y b, reflexiona hasta llegar a la solucion no lo es.

Simbolizaremos los algoritmos mediante cajas, que representan ‘maquinas’
que ejecutan las instrucciones. Cuando decimos que un algoritmo da una res-
puesta o output, nos referiremos a que lo hace en finitos pasos, es decir, un
algoritmo no puede darnos informacion que requiera ejecutar las instrucciones
durante infinitos pasos.

Nosotros emplearemos aqui la definicién informal, y por tanto apelamos al
lector para que sea especialmente cuidadoso leyendo los siguientes resultados y
sus demostraciones. Hemos marcado con un asterisco todo aquello que emplee
estas nociones intuitivas [

*Definicion 4.27. Un conjunto A se dice efectivamente enumerable si existe
un algoritmo que enumera sus elementos.

Algoritmo | —— aq,as, ... (Donde A = {an }nen)

*Definicion 4.28. Un conjunto A se dice decidible si existe un algoritmo el
cual, dado un elemento cualquiera, nos indica si pertenece o no a A.

2La definicién formal de algoritmo lleva inevitablemente a hablar de programa: el principio
que establece la equivalencia de ambos conceptos es la Tesis de Church-Turing.
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Ejemplo 4.29. Todo conjunto finito es efectivamente enumerable.
Ejemplo 4.30. El conjunto de los enteros pares es decidible.

La demostracion del siguiente resultado muestra como realizar demostracio-
nes empleando el concepto de algoritmo.

*Proposiciéon 4.31. Sea U efectivamente enumerable. St A C U es decidible,
entonces es efectivamente enumerable.

Demostracion. Sea M; un algoritmo que enumere U. Sea Ms un algoritmo que
decida los elementos de A. Consideremos el algoritmo M3 que consiste en es-
cribir en una lista aquellos elementos enumerados por M; que My decida como

elementos de A. De esta forma, M3 enumera A. O
M
My & Mo a; € A —+—— a;

*Teorema 4.32. Sea U efectivamente enumerable, sea A C U. A es decidible
sty solo si Ay AC son efectivamente enumerables.

Demostracion.

(=) Por la anterior proposicion, al ser A decidible, A es efectivamente enumera-
ble. Ahora bien, por ser U también efectivamente enumerable, el algoritmo
que, dado un elemento de la lista de U que no esté en la de A lo anade a
una lista, enumera a AC.

(<) Sean M;, My que enumeran, respectivamente, a A y A®. Como, dado un
elemento u de la enumeracién de U, u € Ao u € AC, se sigue que u sera
enumerado por M; o por Ms. Por tanto, el algoritmo M3 que, decide si el
elemento u esta en las enumeraciones dadas por M7 y My decide si u esta
en A. Por tanto, A es decidible.

O
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Nota 4.33. Existen conjuntos efectivamente enumerables no decidibles. Una
forma de entender esto es que si un conjunto A es efectivamente enumerable
por un algoritmo M, entonces hay un algoritmo Ms que responde a € A si un
elemento a esté en A: en efecto, basta con que este algoritmo ejecute los pasos
de M; hasta que llegue al elemento a de A, y entonces My dice que a € A.

Sin embargo, no tiene por qué haber un algoritmo que nos diga que un
elemento b no esta en A: no podemos ejecutar el algoritmo M; durante ‘infinitos
pasos’ para que compare b a todos los elementos de A y deduzca que b no esta
en A. De ahi que en el teorema necesitemos tanto que A como que AL sean
efectivamente enumerables.

4.4.2. Teorema de Enumeracion

Veamos los resultados que se siguen de las nociones que hemos introducido.

Durante el resto de la seccion [£.4] consideraremos una signatura S y un
conjunto de variables Var que sean efectivamente enumerables. Esto nos
permitiré usar, ademés de algunos resultados que hemos presentado en las sec-
ciones anteriores, los teoremas de correcciéon y completitud.

*Lema 4.34. Sea S signatura efectivamente enumerable. Entonces:
= TERMg es efectivamente enumerable.
= FORMsg es efectivamente enumerable.
= Sentg es efectivamente enumerable.
Demostracion. Se omite. O

*Lema 4.35. Si A es un conjunto efectivamente enumerable, PsinA, el con-
junto de subconjuntos finitos de A, también lo es.

Demostracion. Se omite. O

*Proposiciéon 4.36. Sila signatura S es efectivamente enumerable, el conjunto
de drboles de deduccion de las formulas asociadas es efectivamente enumerable.

Sketch de demostracion. Sabemos de los dos anteriores resultados que Sentg y
Prin(Sents) son efectivamente enumerables por los algoritmos a1 y as, respecti-
vamente. Tenemos por tanto las enumeraciones a; : @1, p2,... y as : I'1, g, ...

Esbocemos el siguiente algoritmo, que consiste en un bucle. En la etapa n-
ésima consideramos las secuencias del tipo I'; ¢, con 4, j < n. A continuacion,
construimos todos los arboles de deduccion de profundidad < n que tienen por
raiz a I'; ;. Este conjunto es claramente finito.

De este modo, el conjunto de arboles de deduccion es efectivamente enume-
rable. O

Definicion 4.37. Sea S signatura. Dado ® C FORMg, definimos la teoria de
® como:
Th(®) :={p € Sentg | P+ ¢}
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*Teorema 4.38. (Teorema de Enumeracion) Sea S signatura efectivamente
enumerable. Si ® C Sentg es efectivamente enumerable, Th(®) es efectivamente
enumerable.

Sketch de demostracion. Consideremos las enumeraciones respectivas de @ y del
conjunto de los arboles de deduccion, a1 : ¢1,p2,... y as: A1, Ag,. ...

Construyamos otro algoritmo con un bucle. En la etapa n-ésima conside-
ramos los arboles de deducciéon ya enumerados, de modo que cada uno de los
arboles A; tiene por raiz a una secuencia I'; ;, con i < n. De este modo, si
i C{e1,...,0n} vy A; tiene axiomas en las hojas, incorporamos ; a nuestra
enumeracion.

Veamos que asi conseguimos enumerar Th(®). Sea 0 € Th(®). Entonces,
dEoy ®tF 0. De modo que existe I' C ® finito tal que FI'  o. Por ser finito,
tenemos que existen los enteros: (i) k; tal que T' C {w1,..., 0k, }, (ii) k2, que es
la profundidad del arbol de deduccion para =T o y (iii) k3, que es la posicion
del arbol de deduccion en la enumeracion as. Tomando k& = méax{ki, k2, k3},
enumeramos o en la etapa k-ésima del algoritmo que hemos descrito. O

4.4.3. Teorias

Cuando pensamos informalmente en una teoria, solemos referirnos a un con-
junto de principios basicos y a los resultados que se obtienen de ellos y/u otros
resultados. Es decir, nos referimos a un conjunto de proposiciones que es cerra-
do bajo consecuencia logica. Esta misma idea es la que se tiene en la definiciéon
formal:

Definicion 4.39. Sea S signatura. T C Sentg es teoria si para cada ¢, siT F ¢
entonces ¢ € T'.

Ejemplo 4.40. Dado ® C Sentg, Th(®) es teoria.
Ejemplo 4.41. Dada S signatura, 2 S-algebra, Th(2l) es teoria.
*Definiciones 4.42.

= Una teoria T es finitamente axiomatizable si existe ® C Sentg finito tal
que T' = Th(®).

= Una teoria T es efectivamente axiomatizable si existe ® C Sentg decidible
tal que T'= Th(®).

= Una teoria T es completa si para toda ¢ € Sentg, p €T o ~p e T.

Lema 4.43. Sea S signatura. Una teoria T C Sentg es insatisfactible si y solo
si T = Sentg.

Demostracion. Sentg es insatisfactible, ya que contiene por ejemplo a la for-
mula Jdx—x = x, con lo que esa implicacién es trivial. Reciprocamente, si T es
insatisfactible, entonces para toda o € Sentg, T F o, y por tanto o € T O
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Proposicion 4.44. Sean S signatura, A S-dlgebra. Entonces:

1. Th(A) es completa.

2. Sila teoria T es completa y A € Mod(T'), entonces T = Th(2).

3. T es completa si y solo si para cualesquiera A, B € Mod(T), A = B.
Demostracion.

(1) Sea ¢ € Sents. Si A E ¢, ¢ € Th(); si A ¥ ¢, entonces A E ¢ y

(2) Sea A € Mod(T), entonces A verifica todo elemento de T', por tanto
T C Th(). Por otro lado, si ¢ € Th(2), entonces A F ¢, A E —¢ y
- ¢ Th(2), de lo que se sigue que “ 0 ¢ Ty eT.

(3) SiT escompletay A, B € Mod(T) entonces, por el apartado (2), Th() =
T = Th(B), de lo que se sigue que 2A = B.
Veamos la implicacién reciproca. Supongamos que 7' no es completa, es
decir, existe ¢ € Sentg tal que ¢, ¢ ¢ T. Al ser T teoria, T ¥ ¢, —p
y por tanto existen dos S-estructuras 2, B € Mod(T) tales que A ¥ ¢ y
B F —¢. Pero entonces B F ¢, con lo que ¢ ¢ Th(A) v ¢ € Th(B). Ergo,
Th(2) # Th(®B), es decir, A # B.

O

En lo que queda de secciéon vamos a probar las siguientes implicaciones,
siendo 7" una teorfa:

T decidible T finitamente axiomatizable
ﬂ ﬂ T completa \M JI\
T efectivamente enumerable <= T efectivamente axiomatizable

*Teorema 4.45. Sea S signatura, T teoria. T es efectivamente axiomatizable
st y solo si es efectivamente enumerable.

Demostracion.

(=) Si T es efectivamente axiomatizable, existe ® C Sentg decidible tal que
Th(®) = T. Por tenemos un algoritmo que enumera los arboles de
deduccion, aq : Ay, Ao, . ...

Construyamos ahora un procedimiento que enumere 7'. Para ello, nos basta
encontrar todas las formulas ¢ tales que existe un arbol de deduccion en
cuya raiz hay una secuencia I' ¢, con I' C & finito. En cada etapa n,
consideramos el arbol A,,, cuya raiz llamamos I'; ;. Se comprueba:
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e Si A; tiene axiomas en las hojas, lo que se puede comprobar de ma-
nera efectiva ya que se puede comprobar que el conjunto de axiomas
es decidible.

e SiI'; C @, lo que es posible comprobar mediante un algoritmo, por
ser I'; finito y ® decidible (basta ir tomando cada elemento de T'; y
decidiendo si se encuentra o no en ®).

Y en caso de que se cumplan ambas condiciones, anadimos ¢ a T'.

Al ser T efectivamente enumerable, tenemos un algoritmo que lo enumera,
az : @1,92,. ... Llamando ¢, = A ¢;, sea ® := {¢n}nen. Nos bastara
con demostrar que ® es decidible y que T' = Th(®). Comencemos viendo
que T' = Th(®):

o T C Th(®): Dada ¢ € T, existe cierto n entero positivo tal que
© = @, Por tanto, ¥, E ¢ y entonces ¢ € Th(®).

o Th(®) C T: Sea ¢ € Th(®). Esto implica que ® F ¢. Por el teorema
de compacidad, hay un subconjunto finito I' C ® tal que I' F ¢. Si la
altima formula de ® que esta en T es 1y, entonces I' C {41, ..., ¢k}

Por tanto, {¢1,...,¢¥r} E @.

Pero sabemos que T E ; para todo i, ya que T D ©1,...,p; E ;.
Por tanto, como T E {41, ...,9;}, tenemos que T F ¢, y como T es
una teoria, p € T'.

Veamos ahora que ® es decidible. Como t; = @1 A--- A gy, la longitud de
1; es > i para todo i.

Ahora, sea x € Sentg cualquiera de longitud /. Ponemos en marcha el
algoritmo que enumera T, y en el paso n comprobamos si Y = @1 A« A@y,.
Si en para algin n se cumple esta igualdad, hemos acabado, x € ®. Si
llegamos a m = [ + 1 y no se ha cumplido la igualdad en ningin paso,
acabamos el algoritmo y concluimos que x ¢ ®, ya que hemos comprobado
que x # Y, paran = 1,...,1 y ademas x # ¢, para n > [, ya que la
longitud de x es [ y la longitud de v, es > [.

O

*Proposiciéon 4.46. Sea S signatura, T teoria. Si T es efectivamente enume-
rable y completa, entonces es decidible.

Demostracion. Si T es insatisfactible, entonces T' = Sentg y por tanto es deci-
dible. Supongamos entonces que T es satisfactible.

Al ser efectivamente enumerable, existe el algoritmo a; : @1, p2,.... Sea
1 € Sentg. Entonces, por ser T completa, ©» € T o —p € T. Por tanto, en la
enumeracion que da ap, terminaremos encontrando ¥ o =), lo que nos permite
decidir si v estd o no en T O
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Ejemplo 4.47. Veamos un ejemplo de teoria efectivamente axiomatizable pero
no finitamente axiomatizable.

Consideremos el conjunto ®¢, de los axiomas de cuerpos de caracteristica 0.
Entonces ®¢, es decidible (es facil) y por tanto T := Th(®¢,) es efectivamente
axiomatizable, pero veamos que no es finitamente axiomatizable.

Si fuera finitamente axiomatizable, T = Th({e1, ..., ¢n}), entonces tendria-
mos que la formula ¢ = 1 A --- A @, se cumple exactamente en los cuerpos
de caracteristica 0. Pero esto significaria que -y se cumpliria en los cuerpos de
caracteristica finita (de hecho, en cualquier estructura que no fuera un cuerpo
de caracteristica 0). Sin embargo, se puede demostrar de forma similar a que
si un conjunto de férmulas tiene de modelos cuerpos de caracteristica arbitra-
riamente grande, entonces tiene de modelo algtin cuerpo de caracteristica 0, de
modo que tenemos una contradiccion.

4.5. Categoricidad

Finalizamos este capitulo con uno de los conceptos mas importantes de Teo-
ria de Modelos.

La nocion de categoricidad viene motivada por el papel que juegan las teorias
respecto de los objetos que tratan. Es decir, a simple vista, una teoria puede
tener diversos modelos, y los axiomas que la componen parecen no describir
maés que la forma en que se comportan ciertos elementos. Sin embargo, existen
teorias de las cuales solo existe un modelo salvo isomorfismo y, por tanto, en
estos casos si que podemos afirmar que los axiomas caracterizan los objetos que
estudian. Esto queda condensado en la siguiente

Definicion 4.48. Sea S signatura. Una teoria T se dice categdrica si 2 ~ B
para cualesquiera S-algebras 2, B € Mod(T).

Proposicion 4.49. Sea S signatura, T teoria. Si T es categdrica, es completa.

Demostracion. Sean 2A,B € Mod(T) S-algebras. Entonces, por categoricidad,
A ~ B, y por tanto, A = B. Como esto se cumple para cualesquiera A,B €
Mod(T), por [1.44) T es completa. O

Proposicion 4.50. Sea S signatura, sea T teoria. Si T tiene modelos infinitos,
no es categorica.

Demostracion. Sea la S-algebra infinita 2 E Ty llamamos x = |2(|. Por ser &
infinito, nos dice que existe una S-algebra 2A* no isomorfa a 2A y tal que
2 = A*. Por tanto, A* E T, y T no es categorica. O

Esta es una proposiciéon bastante sorprendente que nos hace darnos cuenta de
las limitaciones de la logica de primer orden. Nos dice que cualquier estructura
infinita en la que pensemos, por ejemplo los naturales N con su buen orden,
el grupo de los enteros Z, o el cuerpo ordenado R, ninguna de ellas puede
caracterizarse mediante axiomas de primer orden.
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Definicion 4.51. Sea S signatura. Una teoria T se dice k-categorica si A ~ 9B,
para cualesquiera S-algebras 2, B € Mod(T) tales que || = |B| = &.

Teorema 4.52. Sea S signatura. Si T es una teoria satisfactible, sin modelos
finitos y k-categdrica para algin cardinal k > |[FORMg| > Xo = |N|, entonces
es completa.

Demostracion. Supongamos que T no es completa. Entonces existe o € Sentg
tal que 0,0 ¢ T, es decir, tal que T' ¥ o,—0 y entonces T U {o} y T U {0}
son satisfactibles con modelos infinitos (ya que T" no tiene modelos finitos) y por
existen dos S-algebras 2, B tales que AE T U{c} y BETU{-0c} yde
modo que k = || = |B|. Entonces, al ser A £ Ty B F T, y por s-categoricidad,
A ~ B, lo que es imposible, ya que AF oy B F —o. O

Corolario 4.53. Sea S signatura numerable. SiT es una teoria satisfactible, sin
modelos finitos y k-categorica para algin cardinal k > Vg, entonces es completa.

Demostracion. El caso con S numerable del teorema anterior O
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