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Capitulo 1

Reciprocidad Cuadratica

1.1 Cuerpos finitos

1.1.1 Caracteristica de un cuerpo. (z +y)? = aP + y?

Sea IF un cuerpo finito. Llamamos caracteristica de F, x(F), al minimo ntimero natural tal que n-1p := 1p+ .7.
+1p = 0. Si tal nimero no existe decimos que x(IF) = 0, y si existe serd un niimero primo, ya que si fuera un
nimero compuesto n = nina, con ni,ns > 1, entonces (n1ly)(n2lp) = (n1n2)lp = 0, por tanto o bien n;1 =0
0 nzl = 0, contradiciendo que n = x(F).

Ahora, si I tiene caracteristica prima p, entonces se cumplird la igualdad (a + b)? = a? + bP. Esto pasa
porque, desarrollando el binomio de Newton, y usando que (Z:) es multiplo de psi 1 < i < p—1, tenemos que:

P
p . .
P — ipp—i _ 4P
(a+b) Z (Z>a b= aP - bP
=0
También se cumplird para cada n que (a + b)?" = a?” + b*". Podemos probar esto por induccién: ya

hemos visto que el caso n = 1 se cumple, y si se cumple para n — 1, tenemos que (a +b)?" = ((a + b)P"_l) =

(apn_l + bp"_l)p = (apn_l)p + (bpn_l)p =a?" b,

1.1.2 Clasificaciéon de cuerpos finitos

El cuerpo F = Z, = Z/pZ, tiene p elementos, {0,1,...,p— 1}, y tiene caracteristica p. De hecho, bajo
isomorfismo serd el tinico cuerpo con p elementos: Dado otro cuerpo de p elementos, F,, el subgrupo aditivo
generado por 1 en I, tiene que tener p elementos, por tanto es todo F,, y podemos definir el isomorfismo
IFp — Zp;a].[p — a.

Sea ahora F un cuerpo finito cualquiera, con p = x(F). Llamamos P = {0, 1, ..., (p — 1)1r}. Entonces P
es un subcuerpo de F. Esto pasa porque 1y € Py P es un cuerpo, ya que la funcién f : Z — F;a — aly cumple
ker(f) = pZ, y por tanto induce un isomorfismo de Z, en P. Al ser P subcuerpo de F, podemos considerar
F como un espacio vectorial sobre P. Como F tiene finitos elementos, tendra dimensién finita n sobre P, por
tanto IF tiene p™ elementos. Con esto hemos deducido que todo cuerpo finito tendrd p™ elementos, para cierto
p primo y n entero positivo (n no puede ser 0 ya que todo cuerpo tiene al menos dos elementos distintos, 0 y
1).

De hecho, para cada p primo y n > 1 podemos encontrar un cuerpo de p" elementos. Para ello consideramos
el polinomio z*" —z € Fp,. Sea ahora F' un cuerpo de descomposicién de xP" —x, y consideramos el conjunto A
de raices de F. Entonces 1p y —1p estédn en A (el caso —1 se puede comprobar por separado sip =2y si p es
impar), y si z,y € A, 2?" =z e y?" =y, tenemos que T+, Ty y % € A, yaque (z+y)P" =aP" +y?" =x+4y,

(a:y)p" =Py =y, y (%)p = zin = % Por tanto A es un subcuerpo de F que contiene a F,, y de hecho

tiene p” elementos distintos. Para comprobar esto, es decir, que ¢(z) = 2P —z € F,[z] tiene p™ raices distintas,

n




basta comprobar que ¢(x) y su derivada no tienen factores comunes. Su derivada es ¢'(x) = plaP Tl —1= -1,
por tanto no comparte factores con g(x). Asi que A es un cuerpo de p™ elementos, como querfamos.

Ademas, dado un cuerpo F de p™ elementos, su grupo multiplicativo tiene p™ — 1 elementos, por tanto todo
z € F cumple que 2"~ =1, y por tanto 2" = . Es decir, todos los elementos de F son raices del polinomio
zP" — z. De aqui se puede deducir que todo par de cuerpos F y F’ de p™ elementos son isomorfos, ya que
ambos son cuerpos de descomposicién del polinomio zP” — z sobre sus subcuerpos de p elementos formados
por los miltiplos de 1y y 1 respectivamente. Resumiendo la anterior discusién:

Teorema 1.1. Si F es un cuerpo finito, entonces F tiene p™ elementos, para ciertos p primo y n > 1. De
hecho, dados p,n fijos, hay un tnico cuerpo F,» de p™ elementos bajo isomorfismo, y sus elementos son todos
raices de P — x.

1.1.3 Automorfismo de Frobenius

Ahora, en un cuerpo F de p™ elementos consideramos la funcién ¢, : F — F;¢(z) = 2P. Entonces ¢ es un
homomorfismo, ya que ¢(1) = 1, ¢(ay) = ¢(@)o(y), y(x +y) = ¢(@) + ép(y) ¥ d(—2) = —d(x). Ademis,
¢Z($) = 2P = x para todo z, es decir, ¢; es la identidad en F. Como ¢} es una biyeccién, ¢, es una
biyeccion, es decir, es un automorfismo de F, conocido como el automorfismo de Frobenius de F. De hecho
se puede comprobar que este automorfismo tiene orden n y es el generador del grupo de Galois (ciclico) de F/F,,.

1.1.4 Grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo finito

Veamos la estructura de los grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo Fy~» de p™ elementos. Respecto al
grupo aditivo, IF;)CL, todo elemento tiene orden p, por tanto por el teorema de clasificacién de grupos abelianos
finitamente generados, el grupo serd isomorfo a Zj.

El grupo multiplicativo, IF;n, tiene p™ — 1 elementos, y de hecho vamos a comprobar que es ciclico. Es
decir, queremos ver que hay elementos de orden p™ — 1. Pero el teorema de clasificacién de grupos abelianos
finitamente generados nos dice que hay un elemento xy de orden maximo ny de forma que el orden del resto
de elementos de Fy» divide a ng, es decir, "° =1 Vx € Fy». Es decir, todos los elementos de [F,» son raices
de 2™ — 1. Pero z™ — 1 tiene que tener grado mayor o igual a su ntimero de raices, que es p" — 1. Es decir,
ng > p" —1. Ademads, ng < p™ —1, ya que el orden de x( divide al orden del grupo IF;n. Por tanto ng = p™ —1,
y ya tenemos un elemento o de orden p™ — 1. Enunciamos este importante resultado:

Teorema 1.2. El grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.

1.2 Ecuaciones diofanticas. El principio local-global

Buscamos resolver ecuaciones diofanticas, es decir, encontrar soluciones enteras o racionales a una ecuacién de
la forma P(x1,...,2,) = 0, donde P es un polinomio. Queremos saber tanto si hay soluciones como formas
de calcularlas.

1.2.1 Ecuaciones lineales en 2 variables

El caso mas simple es el de una ecuacién lineal.

Por ejemplo: ax + by = ¢, a,b,c € Z. Tiene solucién si y solo si med(a, b)|c.

Esto es facil de ver, si existe solucién denotamos d := med(a, b) y entonces habrdn o’,b' € Z: a =da’, b=dl/,
por tanto ¢ = d(a’x + b'y).

Por otro lado, dl¢ = 3¢ € Z:c=dd, y como 0 # d|a, b tenemos

a+bv =¢c, med(a,V)=1;
esta ecuacién tiene solucion por la identidad de Bézout, es decir, existen m,n € Z tales que:

adm+bn=1 =admcd +bnd = = x=md, y=nc.



Fijémonos en que si ya tenemos soluciones g, 1o € Z podemos definir para cada A € Z : z := 29—\, y :=
Yo + Aa’ =
ax +by = a(xg — \b') + b(yo + A\a’) = axg + by = c.

Sacamos asi infinitas soluciones. De hecho, toda solucion es de esta forma, veamos por qué:

Sea xg,yo € Z una solucién y sea x,y € Z otra distinta. Veamos si tiene sentido expresar x = xg + A\b'.
Como X puede ser cualquier entero, tenemos que ver que x = o médb'. Recordemos que za’ + yb' = ¢’ con
med(a,b) = 1, luego za’ = ¢ méd b y por tanto x = x¢ = 't médb'.

En conclusién, sabemos cuando las ecuaciones diofanticas lineales en dos variables tienen solucion y podemos
calcularlas usando el algoritmo de Euclides para sacar el médximo comun divisor.

1.2.2 El principio Local-Global

Sea f € Z[X;,...,X,], consideremos la ecuacién f(x1,...,2,) = 0, entonces cualquier solucién (ay,...,a,)
suya cumplira que:

flar,...;a,) =0 médm Vm.
Asi obtenemos condiciones necesarias que tendrd que cumplir cualquier solucién de la ecuacién diofantica.

Ademsds, estas ecuaciones seran maés faciles de estudiar porque Z,, tiene finitos elementos. Debido al teorema
chino del resto, el caso que mas nos interesara estudiar serd el caso en que m es primo o potencia de primo.

Intentaremos ver cuando se da la siguiente implicacion:
VYm 3x1, ..y € Lyt f(21, .-, 20) =0 médm = Jz1,..., 2, €Z: f(x1,...,2,) =0

Esto es lo que se llama principio de Hasse o local-global y ha sido uno de los motivos para el desarrollo de la
teoria de nimeros.

Demostraremos méas adelante que en el caso cuadratico la implicacion es cierta.

Sin embargo, ya en el caso cubico el principio no tiene por qué ser cierto. La siguiente ecuacion,

323 + 4y +52% = 0,
fue estudiada por Selmer en los 50, y vamos a ver durante las préacticas que tiene solucién en congruencias

pero no tiene solucién no trivial en los enteros.

Otro ejemplo Sea y2 = 3 4+ 7, esta es una curva eliptica. Si existiesen z,y € Z solucién, entonces = debe
ser impar:
y? = 2% +3 méd4,

Si & es par entonces ¥2 = 0 méd 4, pero 3 no es un resto cuadratico médulo 4 (1.3)) .
Por otro lado, sumando 1 :

VHl=24+8=(z+2)(z? —224+4) = (z+2)((z — 1)* + 3).

Como x es impar, (x — 1)2 4+ 3 = 3 méd4 Si descomponemos (x — 1)? + 3 en producto de primos, al menos
uno debe ser 3 mod 4 pues si no el producto seria 1 mad 4.

Por tanto Jp primo tal que p =3 méd4 y p|(x — 1)% + 3.

Ademis, y? + 1 = pm donde m es un entero. Luego

y?+1=0 médp

Mas adelante veremos que los primos para los que algin y puede cumplir esa identidad son precisamente los
congruentes con 1 moédulo 4, llegando asi a un absurdo.



Observemos que si homogeneizamos el polinomio y replanteamos el problema, es como pedirle a y? = 23 47
soluciones racionales en vez de enteras. Recalcamos que es un problema distinto que podemos abordar con
teorfa més general de curvas y grupos.

1.3 Simbolos de Legendre. El criterio de Euler

Euler descubrié que, dados dos primos impares p y ¢, la solubilidad de 22 = ¢ mod p y 22 = p mdd q estaba
relacionada.

Es mas, si p, ¢ =3 mdd 4 entonces una y solamente una de las ecuaciones tendra solucién.

En el resto de casos veremos que ninguna o ambas ecuaciones tienen solucién. A esta relacién entre la
solubilidad de las ecuaciones se le llama ley de reciprocidad. Euler no logré probarla. Legendre lo intenté e
introdujo un simbolo para simplificar la notacién

ay 1 si FeEZ: a=5b%> médp
p) | -1 si VbEZ: aZb* mbédp

La ley de reciprocidad obedece a la siguiente ecuacién

BE)-c

Legendre da una demostracién. No obstante, supone la infinitud de infinitos primos en una sucesion aritmética
pero sin demostrarlo.

Gauss en 1801 publica Disquisitiones arithmeticae donde se da la primera demostracién completa. No se
queda conforme con dar una y a lo largo de su vida publica hasta 8 demostraciones distintas, con la idea de
poder generalizar la ley a otros exponentes. A dia de hoy se conocen més de 200 demostraciones distintas.

2:

Definicién 1.3. Se dice que a € Z es un resto cuadratico médulonsi Iz € Z: x a mod n.

Vamos a estudiar los residuos cuadraticos médulo p, con p primo. Si p = 2, 1 y 0 son restos cuadraticos.
Podemos suponer entonces que p es impar.
Dados a € Z,b € Z™ se define el sifmbolo de Legendre como

(g) o 1 si 3c€Z:a=c®> médb
b) | =1 si Vec€Z:a#c* médb
Veamos una primera identidad.

Proposicién 1.4. Sean a,b € Z y p un primo impar: p{ a,b, entonces la siguiente identidad es cierta:

(5)-G)G)

p p p

Demostracion. Al pedir que p 1 a, b estamos trabajando dentro del grupo multiplicativo Z, de p—1 elementos,
p—1

nos fijamos en que a? = (—a)? méd p asf que la aplicacién ¢ : x € Ly 22 cumple que lp(Zy)] < —

y genera los residuos cuadraticos,

- . p
Como Zj; es ciclico, tomamos a de orden p— 1, entonces a? tiene orden

que son

1
elementos de Zj, no son

. " . p—
residuos cudraticos en Z, mientras que

p p
Asf que tenemos en Z,, tenemos

residuos cuadraticos.



Si a,b son residuos entonces Jc,d € Z : a = ¢ médp, b = d?> méd luego ab = (cd)? médp. Es decir,

p p p
fa\ (b o . a . . ab
Si| — — ) = —1, suponemos sin pérdida de generalidad que 5 = 1. Si se diese el caso de que ; =1

p D
se tiene que existen ¢,d € Z: a = c¢? médp, ab=d*> médp. Luego (¢~1d)? = b mdd p llegando a un absurdo.

b
Por 1ltimo, si (a> = () = —1. Consideremos la aplicacién ¢ : € Z; — az, se trata de una biyeccién.
p p
Denotemos por R := {z € Zy : Ic € Z, = = ¢? méd p}, sabemos que, como (R) = Zy \ R llegamos a que
b
Y(Z; \ R) = R luego como b € Z; \ R, <a) =1 O
p

a
Dado p primo, la funcién a — () solamente depende de la clase de equivalencia de a, es decir, si a =, b,
p

b
entonces (a) = | — |. Esto, junto a la propiedad hace al simbolo de Legendre sobre p lo que se llama
p p

un cardcter de Dirichlet, de los cuales veremos mas ejemplos mas adelante. Vamos a ver una forma que dio
Euler de calcular simbolos de Legendre sobre un primo impar.

Teorema 1.5 (Criterio de Euler). Sean a € Z y p primo impar. Entonces se cumple que

p—1
<a)a 2 médp
p

Demostracion. Sia =, 0 es obvio. Supongamos que no, es decir, a es un elemento de Z,; = {1,9,6% ...,g" 2%},
siendo g un generador de Z'.

Al elevar los elementos de Z, al cuadrado, obtenemos todos los residuos cuadréticos distintos de 0, que
seran {1,¢%,¢%,...,g*P 2} = {1,6%,¢%,...,9"3} (ya que g?"! = 1 y a partir de ah{ todos los elementos
se repiten). Por tanto los residuos cuadréticos son los elementos g*, con k par entre 0 y p — 3, y los demés
elementos de Z)', es decir, {9,9%,...,9""2}, no son residuos cuadraticos.

. . s a . - _
Ahora, si a es residuo cuadratico, () =1, es de la forma ¢2* para cierto k. Por tanto a*z = gF(P—1) =
p
1% =1.

a
Si a no es residuo cuadrético, () = —1, es de forma ¢?**1. Por tanto
p
k
i (A IV R U

—1 p—1 2 p—1 p—1 p—1 .
ng es —1 porque 0 = gP~1 —1 = (g 2 ) —-1= (gTJrl) (gT71>,ygTflnoes(),yaquegtlene
orden p — 1. O
1.4 Leyes suplementarias. Criterio de Gauss
Teorema 1.6 (12 ley suplementaria). Dado p primo impar,

p—1

()

Es decir, —1 es residuo cuadratico médulo un primo p impar sii p =4 1.



p—

-1
Demostracion. Si p = 1 méd4 entonces p—;l es par, ergo () = (—1)T1 =1l,ergodce€Z: :c+1=
p
0 méd p.
Mientras que si p = 3 méd 4, % es par, ergo () =(-1)7 =—1,asfqueVc € Z: 2 +1#£0 médp. O
p

Antes de enunciar la segunda ley suplementaria, conviene comprobar que para todo n impar, n> — 1 es
miultiplo de 8. Como esto solo depende de la clase médulo 8 de n, basta comprobar que se cumple para 1,3,5
y 7.

Teorema 1.7 (22 ley suplementaria). Dado p primo impar,

()

Es decir, 2 es residuo cuadratico modulo p sii p =g £1.

Demostracion. Consideramos la inclusién Z, = F, — F,>. Entonces, el grupo multiplicativo IF;2 tiene p? —

(miiltiplo de 8) elementos, y es ciclico. Por tanto tiene algiin elemento w de orden 8. Es decir, w® = 1, pero
w* # 1: w es una raiz octava primitiva de la unidad. Entonces, w* serd —1, por ser su cuadrado 1 y no ser
1. Entonces, w™* = ﬁ = —1. De ahi deducimos (w? + w™2)?2 = w* +w™*+2=-1-1+2=0. Ergo,
w? +w™2 = 0. Ahora calculamos (w + w12 =w? +w 2 4+2=0+2=2.

Es decir, si w + w™! estuviera en F,, ya tendriamos un elemento cuyo cuadrado es 2. Reciprocamente, si
hay un elemento de F,, cuyo cuadrado es 2, ese serd w + w™l 6 —w —w™L. Por tanto,

2
() :1<:>w—|—w71€]Fp.
p

Pero a su vez, los elementos de F, son exactamente las raices de 2? — z, osea que w + w™! estard en F, si y

solo si w+w™! = (w+w™HP. Es decir, w+w™! = wP +w™P. Ahora bien, como w® = 1, tenemos que w? = w9,
donde g =g p y q esta entre -3 y 3. Veamos ahora que se cumple el enunciado por casos:

e Si p =g %1, entonces w? = wt!, por tanto es obvio que w + w™! = WP + wP.

e Si, por el contrario, p =g +3, entonces w? = w*3. En este caso no pasard que w +w~! = wP + w?, ya

que la ecuacién x + % +1 =0, o equivalentemente, 22+ + 1 = qﬂ solo tiene 2 soluciones, que son w y

w™!, no w? ni w3,

Y bueno, como p es impar ¢ también luego solo tenemos que mirar estos 4 casos.

Ahora nos fijamos en los valores médulo 8 de (p — 1) y (p+ 1). Al meter £1 se obtiene 0,2 y —2,0. Luego

al dividir entre ocho obtenemos que paT_l es par. En cambio para +3 se tienen 2,4 y —4, —2 asi que Z’QT_l es

impar.Por tanto la segunda ley suplementaria es cierta. O

Gauss dio otro criterio, que enunciamos sin demostracién, para calcular el simbolo de legendre de un entero
sobre un primo impar. Para verlo necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 1.8. Sea p primo impar, n entero. Entonces el resto minimo de n entre p es el entero m entre

_p=1 , p—1 =
5= v 55 tal que n =, m.

Teorema 1.9 (Criterio de Gauss). Sea p primo impar, n natural no multiplo de p. Entonces,

donde m es el nimero de enteros k con 1 < k < % de forma que kn tiene resto minimo negativo entre p. [

Ip2 —1=(p—1)(p+1), pes impar luego al menos un de los dos factores es divisible por 4.
2@+ z+1)(z—1) =23 —2.



Este criterio permite demostrar las leyes suplementarias. La primera es directa: si n = —1, usando la
notacién del enunciado, los ntimeros kn serian —1,—2,..., —prl. Como todos tienen resto minimo negativo,
-1 p—1 . ’ O]
tenemos que ( = (—1)"2 . La segunda ley requiere algunas cuentas pero no es mucho mds dificil de
b

demostrar con este criterio. De hecho, este criterio se puede usar para probar la reciprocidad cuadratica.

1.5 Ley de Reciprocidad Cuadratica
Teorema 1.10. Si p,q > 2 son primos distintos, entonces

Rl

Demostracion. Llamamos P a la clase de p médulo g. Sea n el orden de p en Z. Entonces, nlg — 1, y como
p" = 1, tenemos que p"” =, 1, por tanto ¢|p™ — 1. Como p™ — 1 es a su vez el orden del grupo multiplicativo
ciclico de F», habrd un elemento w € ]F;n de orden ¢, es decir, una raiz primitiva g-ésima de la unidad en

Fpn. Consideremos ahora la siguiente matriz cuadrada simétrica de orden g¢:

1 1 1 ‘e 1

1 w w2 PP wq71
A= OU”_lxj_lhfiiT3§== 1 w? wt coo 2(e-D)

1 Wil 2= L ,e=1)?

Es una matriz de Vandermonde, por tanto, si llamamos ¢ a su determinante, tenemos que

§= H (W —w?)

0<i<j<q—1

Afirmamos entonces:

2 =g, (1.1)
donde ¢* = (—l)qz;lq. Vamos a demostrarlo.
62 es el determinante de (A2)! = 3, afal = 3, W= DE-DE=DG1) = S~ HH=2)(k=1) — $~ (iti=2)k—1,
Si i+ j — 2 es miiltiplo de ¢, w"7/~? =1, ergo A7; = g. Si, por el contrario, i + j — 2 no es muiltiplo de g,

w7=2 es una rafz primitiva g-ésima de la unidad, por tanto A? ; vale la suma de las raices g-ésimas de la
:
unidad, es decir, 0. Resumiendo:

7 00 0 0
000 07
P 00 0 70
00 g -
0go0 - 00

. —1 .. — ,
Mediante 45~ transposiciones de columnas, podemos transformar A? en glI, por tanto, como querfamos,
_ qg—1 o J—
0 = |2 =g(-1)F =g
Pasamos a hacer una segunda afirmacion:

g—1

P =(=1)"94 (1.2)
Para comprobarla, recordemos que en Fyn se cumple que (zy)? = 2Py? y que (v + y)? = P + yP.
Ahora bien, como al evaluar un polinomio f € Fyn[z1,...,2,] solo estamos haciendo sumas de produc-



tos de las variables, tendremos usando las propiedades anteriores que para cualesquiera ai,...,a, € Fpyn,
flar,...,a,)? = f(d¥,...,ab). Por tanto, como el determinante de una matriz es un polinomio en funcién de
sus entradas, tenemos que det(A)? serd el determinante de la matriz obtenida al elevar las entradas de A a p.
Es decir:

1 1 1 e 1
1 WP w2P e ole—Dp
2p 4p e 2(qg—1)p .
o =|ar|=|1 w w w . Llamamos A, a esta nueva matriz.
1 wleDp 2@Dp ... a1
Como wP es otra raiz g-ésima de la unidad, w?,w??,...,w@ P son las raices ¢-ésimas de la unidad. Por
tanto las filas de nuestra matriz son de la forma (1,a,...,a?7!), donde « es una raiz g-ésima de la unidad.

Es decir, las filas de la matriz A, son las mismas que las filas de la matriz A, salvo una permutacién. Por
tanto el determinante de A y el de A, serdn iguales salvo por el signo. Para comprobar cémo cambia el signo,
tendremos que estudiar cémo se permutan exactamente las filas.

Para esto, nombraremos a las filas segin su segundo elemento, es decir, para cada raiz «, la fila « sera
(1,a,0?,...,a97"). Entonces, si la i-ésima fila de A es la fila «, entonces la i-ésima fila de A, serd la fila
aP. Por tanto, la permutacion que hay entre las filas es esencialmente la permutacién ® : « — oP entre las
raices ¢g-ésimas de la unidad. ;Qué signo tiene esta permutacion? Para comprobarlo podemos escribirla como
composicién de ciclos disjuntos. Dada una raiz o # 1, o tiene orden ¢. Por tanto, como p" =, 1, o = .
Ademas, este n es el menor que cumple esa propiedad. Por tanto un ciclo disjunto de n elementos de ® serd
(o, P, ozp2, oo ). Como no hemos especificado «, esto pasa para todas las raices. Como hay ¢ — 1 raices
en los ciclos (el 1 queda fijo bajo la permutacién, osea que no estd en ningin ciclo), tenemos que ® factoriza
como q%l ciclos de n elementos cada uno. Como un ciclo de orden n tiene signo (—1)"~!, nuestra permutacién
tendré signo (—1)("=D%

Por tanto, tendremos que |A,| = (—1)("_1)%1\A|. Es decir, §? = (—1)(”_1)%1(5. Para comprobar que

eso equivale a nuestra férmula basta comprobar que (—1)(7’_1)q;1 = (=1)"= . Es decir, como (—1)%1 =

(-1~ =

)
|
[

5, esto equivale a probar que (—1)("_1)11%1 = (=1)~"%, osea, (—1)"*= =1, lo cual es obvio ya que
q — 1 es par.

Ya estamos en la recta final. Recapitulando, nuestras dos afirmaciones nos dicen que:

{ Z=g"- (1)
= (-1)%35 (2)

Ahora, primero demostramos que q) = (p) Haremos esto probando que () =1 (p) = 1 medi-
p q q

ante una sucesién de dobles implicaciones.

.
(q) serd 1 cuando ¢* sea un residuo cuadratico médp. Pero, en la igualdad (1), g7~! es un cuadrado
p

en Z, (por ser ¢ — 1 par). Por tanto, ¢* serd un cuadrado en Z, si y solo si 62 es un cuadrado no nulo en
Zp. Ademds, que § sea un cuadrado en Z, equivale a decir que § € Z,: en efecto, si § € Z, es obvio que
62 es un cuadrado en Z,, y reciprocamente, si 6% es un cuadrado en Z,, sea x € Z, con z? = §2, entonces
(x +0)(x —0) =0, ergo = es 6 o —4, por tanto 6 € Z,. A su vez, ya sabemos que § € Zj, si y solo si § = 67.
— q

Esto equivale por la igualdad (2) a (—1) = =1, es decir, % es par, es decir, 2 ‘q;—l, es decir, 2n|g—1, es

decir, n |q%1, lo cual, usando que n es el orden de p en Z;, quiere decir que 1061;21 =1, es decir, (p) =1.
q

Solo quedan unos célculos, usando lo que ya sabemos:

-GGG -0 0-@o )



Dividiendo en ambos lados por (—1)1%1%1, obtenemos la ley de reciprocidad cuadratica.

Veamos algunos ejemplos de uso de la ley de reciprocidad cuadratica.

Determinar residuos cuadréaticos Veamos si 383 es resto cuadrédtico médulo 443. Ambos son primos. Se
tiene que

()~ ()~ ~(30) 6 )~ (36) () -
o () (5)- ()9

Asi que 383 es resto cuadratico médulo 443. Otro asunto es saber cudles son sus raices.
Cuando queremos saber qué restos cuadraticos hay médulo p con p > 2 primo pequefo, es necesario solo
p—1

revisar los nimeros hasta 5=

Primos de Fermat. Decimos que un primo es de fermat si es de la forma p = 22" + 1 para cierto n > 0.
Veamos que si p es un primo de Fermat, 7 es raiz primitiva médulo p, salvo en el caso p = 3.

Esto quiere decir que 7 es un generador del grupo multiplicativo de [Fy,.

Vesmoslo, el orden del grupo multiplicativo es 22" luego queremos ver que el orden de 7 es 22”. En un grupo
ciclico de orden 2F, todos los elementos tienen orden potencia de 2, y es facil ver que un elemento x tiene
orden 2* sii 22" no es 1. En nuestro caso, k = 2", tendremos que 7 tiene orden 22" si y solo si 727 noes

1, es decir, 75 # 1.

7
Por el criterio de Euler, equivale a decir que <> = —1 y haciendo uso de la ley de reciprocidad cuadratica:
p

(5)- (- ()-)

2n
Asi que tratamos de ver que (7> =—1.

Calculemos 22" médulo 7. Los residuos cuadréticos médulo 7 son 1,4, 2 luego nos interesa que 22" + 1 sea 3,5
6 6. Es decir, queremos que 22" es 2,4 6 5sin > 1.

Sabemos que 26 = 1 mdéd 7, asi que el valor de 2 en médulo 7 solo depende del valor de k en médulo 6. A su
vez, es directo ver por induccién que 2" =g 2 si n es impar y 2" =¢ 4 si n es par. Por tanto, 22" = 22" =74
si n es impar y 22" =7 22” =, 2 si n es par, por tanto 22" + 1 no es residuo cuadrético, como querfamos.

1.5.1 Primos p con un residuo cuadratico dado
Dado a € Z, consideremos la siguiente ecuacién de incégnita p:
Jz| 2 = a médp, pta

donde p > 2 es primo.

Veamos qué tiene que ocurrir para que a = —1 sea resto cuadratico, como
-1 p=1 .
l=—]=(-1)7 ©p=1mbéd4
p

Los primos p = 4m + 1 cumplen que —1 es resto cuadratico médulo p.
Si a = 2, la segunda ley suplementaria:
2 2_
1= () = (-1
p



tomando p médulo 8 : p =1+ 2k + 8m luego p? = 1 + 4k + 4k? + 16m(1 + 2k) + 64m?,

21 k(k+1 k(k+1
p = (k + >—|—2m(1+2/€)+8m257( +1) méd 2,
8 2 2
k puede ser 0,1,2, 3, @ =0 mod2siysolosik = 0,3 esto quiere decir que p = 1 mdd 8 luego p = 8m+1
Op=8m—+T.
Sia=-2:

- (2)-R) @)

Tenemos dos casos, ambos factores valen 1 o ambos valen —1. El primer caso se da solo cuando p = 1 mdéd 8.
En cambio el segundo cuando p = 3 mdd 8. Luego son los primos de la forma p=8m +1 6 p = 8m + 3.

Sia=3:
= ()= () 2

Sip=1 méd4y (g) = 1, entonces, si suponemos p > 3 se tiene lo siguiente

p=1 mbéd4
p=1 mdd3

Este sistema tiene como soluciéon p =1 méd 12. Sip =3 méd4 y (g) =-1:

p=3 mbéd4
p=2 mbd3
Como 3 =4 —1, 2 =3 —1. Deducimos inmediatamente que p = —1 maéd 12.

Asi que p = £1 mdbd 12. Son los primos de la forma p =12m +1 6 p = 12m + 11.

Si ponemos a més grande la situacion se puede complicar. Para usar estos problemas se puede utilizar el
teorema de los restos:

Teorema 1.11. TEOREMA DE LOS RESTOS
Sea una cantidad finita de congruencias lineales

T = a; moédmy
r = a; modm;

tales que med(m;,m;) =1Vi,j=1,...,t con i # j.
Entonces Ja € Z tinico médulo [], ., ., a; tal que a = a; médm; Vi =1,...,t.

Demostracion prdctica y sencilla. Sea M; := H#i m;, entonces Hmj =m;M; Vi=1,...,t.
J
Se tiene que med(M;, m;) = 1, luego IM} € Z: M} M,; =1 mbdm;. Sea

[ ZajM]’-"Mj =m; aiMi*Ml- =m; @4 Vi = ]., N ,t
J

ap es solucién, sea a otra solucién se tiene Vi = 1,...,t que m;|ag — a. Luego Hj mjla —ag y

a=ag médej
J
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Capitulo 2

Dominios euclideos

2.1 Dominios euclideos

Sea R dominio de integridad, entonces R es dominio euclideo si hay una funcién ¢ : R\ {0} — N tal que si
a,be R:

1) ab#0= ¢(a) < @(ab)

2) b£0=a=qgb+r, qgr € R, r=006 ¢(r) < ¢(b).

Recordemos que en dominios de integridad, se cumple la cadena de implicaciones DE = DIP — DFU,
es decir, todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales, y todo dominio de ideales principales es

un DFU. De modo que solo con encontrar una funcién ¢ como la de arriba, ya tendremos que los elementos
de nuestro anillo tienen una factorizacion esencialmente tinica como producto de irreducibles.

Lema 2.1. Sea R dominio de integridad, sea K el cuerpo de fracciones de R. Si existe ¢ : K \ {0} — Q tal
que
1) p(a) e NVa € R.

2) Va,y € K, p(zy) = o(z)p(y).
) Vee K\ R, 3yeR: p(z—7) < 1.

Entonces R es dominio euclideo.

Demostracion. Veamos que la restriccion de ¢ a R, que es una funcién de R\ {0} en N por 1), cumple las
propiedades 1 y 2 de la definicién de dominio euclideo.
1 es facil de ver, ya que si ab # 0 y a,b € R, entonces ¢(a), p(b) € N, por tanto ¢(ab) = p(a)p(b) > ¢(a).
Para ver 2, sean a,b € R con b # 0. Entonces tenemos dos opciones:

e 7 € R. Entonces hay ¢ € R con a = bc, y se cumple 2.

e ¢ ¢ R. Entonces por la propiedad 3) hay cierto ¢ € R con ¢(§ — ¢) < 1. Es decir, go(“_bbq) < 1. Es decir,
‘P(:(;l)’q) < 1. Es decir, como ¢(b) es natural, ¢(a — bg) < ¢(b). Llamando r = a — bq tenemos que a = bq + r
y @(r) < ¢(b), y se cumple 2. O
Ejemplos

oZ[i] = Z[/—1], los enteros Gaussianos. El cuerpo de fracciones de Z[i] es Q[i] = Q(i). Para comprobar
que Z[i] es un DE, usamos el lema [2.1] con la funcién o(r + si) = 72 + 5%, es decir, p(a) = aa = |a|?.
Tenemos que ver que se dan las tres propiedades de Dados a,b € 7Z, se tiene que op(a + bi) = a® + b*> € N.
Dados a, 8 : ¢(ap) = aBaf = aaBB = p(a)p(B).
Para la propiedad 3, si nos dan un punto a + bi con a,b € Q, esta claro que podemos encontrar un punto
con coordenadas enteras a distancia < 1: basta coger ¢, d enteros a distancia < % de a y b respectivamente,
y entonces tenemos que c+di € Z; y o((a+bi) — (c+di)) = [(a—c)+ (b—d)i| = (a—b)?+(c—d)* < 1+ 1 < 1.
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eZ[/—2]. El cuerpo de fracciones en este caso es Q[v/—2]. La funcién ¢ que usaremos serd la misma:
o(a) = |al?, siendo | - | el médulo complejo. Es decir, p(a + by/—2) = a? + 2b%. Las dos primeras propiedades
se cumplen igual que en el ejemplo anterior, y la tercera también: en este caso si tenemos el niimero a + by/—2
cogeremos ¢ y d a distancia < 1 de a y b respectivamente, y entonces p((a + by/=2) — (c + dv/=2)) =
lla—c)+(b—d)vV=2|=(a—b2+2(c—-d?<i+2<1

eZ[v/—3]. Este anillo no va a ser un dominio euclideo. Veamos primero por qué la funcién ¢(a) = |a|? no
hace a Z[v/—3] un dominio euclideo. Fijémonos en que en Z[y/—1], para probar que es un DE hemos usado la
desigualdad %+% < 1,y en Z[v/—2] hemos usado la desigualdad %4—% < 1. Si intentamos repetir el argumento
de antes, necesitarfamos la desigualdad i + % < 1, que es falsa. De hecho, se puede ver que cogiendo el niimero

% + @, este niimero no tiene ningtin elemento de Z[y/—3] a distancia < 1. Por tanto la funcién médulo no
funciona en este caso.

De hecho, Z[y/—3] no serd dominio euclideo por la siguiente igualdad: 2-2 = (1 —v/3)(1 + v/=3). En
esta igualdad, tanto 2 como 1 — /=3 y 1 4 /=3 son irreducibles. Lo comprobaremos en el caso 2, los otros
son similares. Si tuviéramos 2 = (a; + b1v/—3)(az + bay/—3), tomando médulo al cuadrado tendriamos que
4 = (a2 + 3b3)(a3 + 3b3). Como a? + 3b* no puede ser 2 si a,b € Z, tendremos que o bien a? + 3b? o a3 + 3b3
tendrd que ser 1, por tanto a; + b1v/—3 0 as + ba/—3 es una unidad. Por tanto 2 es irreducible.

Ahora, en la igualdad 2 -2 = (1 — /=3)(1 + v/=3), todos los niimeros son irreducibles, por tanto tenemos
dos factorizaciones distintas del 4. Estas factorizaciones son de verdad distintas porque al multiplicar 2 por
una unidad (solo hay dos unidades, 1 y —1) no obtenemos ni 1 + /=3 ni 1 — v/=3. Por tanto Z[v/—3| no es
un dominio de factorizacién tnica luego tampoco es dominio euclideo.

2.2 Zi| y Z]v=2]
2.2.1  ZJi]

Vamos a estudiar més en detalle Z[i] y Z[v/—2] : Las unidades en Z[i] son 1,—1,4, —i. Pues dado a + bi €
Z[i) : Je+di € Z[i] con 1 = (a + bi)(c + di), entonces 1 = |a + bi|*|c + di|?, el producto de las normas debe
ser 1 luego son no negativas. Como |a + bi| = a? + b* la tinica opcién es que |a + bi| = |c + di| = 1, ddndonos
las unidades mencionadas anteriormente. Como estamos en un DFU, un elemento es primo si y solo si es
irreducible. Veamos quiénes son los primos.

Dado un elemento 7 € Z[i] irreducible, N(7) = 77 € Z. ©7 se descompone como producto de primos de
Z, luego 7 debe dividir a algun p primo en Z. Asi que si queremos encontrar los elementos 7 irreducibles en
Z[i], podemos suponer que 7|p siendo p primo en Z.

Veamos qué pasa si p =2 :

2=12412=(1+i)1—-i)=—i(1+4)? N1+i)=N1—-1i)=2.

Es un cuadrado médulo unidad (es decir, es un producto de un cuadrado y una unidad). Ademds, es facil ver
que 1 +17 y 1 — ¢ son irreducibles asociados.

Veamos ahora el caso de p primo impar:

e Sip =1 méd4, vimos en el ejercicio 1 que p = a? + b2, con a,b € Z, por tanto p = N(a+bi) = N(a—bi),
y tenemos 2 nuevos primos, a + bi y a — bi. Si intentamos que p sea cuadrado médulo unidad tendriamos
a — bi = p(a + bi) siendo p unidad. Haciendo casos podemos ver que p no serfa primo. Por tanto p no es
cuadrado médulo unidad. Ademaés, a + bi y a — bi son salvo unidad los tnicos primos de médulo p, ya que si
hubiera otro ¢ + di tendrfamos p = (¢ + di)(c — di), y por factorizacién tnica ¢+ di serfa asociado a a +bi o a
a — bi.

e Si p =3 méd4, p es irreducible en Z[i], ya que si p = ab, tomando médulos tenemos que |al?|b|?> = p?,
ergo |al? = p, y como a no puede estar en Z esto contradice el ejercicio 1.

Con esto hemos hallado todos los ideales primos (o equivalentemente, maximales) de Z[i]. Veamos cudntos
Z

elementos tienen los cuerpos residuales. Dado n € 7Z, (%)] tiene n? elementos, ya que cada clase tiene un tinico
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representante con parte real e imaginaria entre 0 y n— 1. Por tanto si p =4 3, % es isomorfo a IF,2. Sea ahora
7 ¢ 7 irreducible en Z[i], con |7|?> = p =4 1, y consideremos %. Tiene caracteristica p pues p-1 = 7(71) = 0.

Como p =77 y (m,7) = 1, se puede aplicar el teorema chino del resto:

2l 2l 20
() (m) @
Asi que, como % tiene p? elementos y %i)], % no son triviales, % tiene p elementos.

Z[i]
(1+1)

2.2.2 Z[V/-2]

De forma similar al caso de Z[i], (donde antes usdbamos el ejercicio 1, ahora usamos el ejercicio 3) se puede
comprobar que hay dos tipos de primos en Z[v/—2]: Los p primos en Z con p =g 5 6 7, y los elementos de la
forma a + bi, con a? + 2b% un primo p de Z que es 2 o que es 1 6 3 médulo 8. En concreto, para cada p de esta
forma hay 2 primos conjugados que lo dividen, y no son asociados (en Z[v/—2], dos niimeros son asociados si
son iguales u opuestos).

Si tomamos se tienen 2 elementos, los a + bi con a + b impar y los que tienen a + b par.

2.3 Descenso infinito. Caso n = 4 del Ultimo Teorema de Fermat

Recordemos el Ultimo Teorema de Fermat, que dice que no hay soluciones enteras no nulas a la siguiente
ecuacion si n > 2:

Este archiconocido teorema fue conjeturado por Fermat en 1637, y nadie lo consiguié demostrar hasta Andrew
Wiles en 1995. Sin embargo, el caso n = 4, que es el mds sencillo, si que fue probado por Fermat. A
continuaciéon probamos una versién mas general del caso n = 4, usando el método de descenso infinito:

Proposicién 2.2. La ecuacién z* + y* = 22 no tiene soluciones enteras con zyz # 0.

Demostracion. Vamos a usar para probar esto el método de descenso infinito. En este caso, probaremos
que para cada solucién (z,y,z) de la ecuacién, hay una solucién (¢,d,a) con cda # 0 ‘mds pequena que
(z,y,2), en concreto, con |a] < |z|. Esto implica que no hay soluciones, ya que si hubiera una solucién
(20, Yo, 20), podriamos crear a partir de ella una sucesién de soluciones (z, yn, zn) con z, no nula de forma
que |zn+1| < |zn|. Esto es absurdo, ya que |z,| serfa una sucesién decreciente de enteros positivos no nulos, lo
cual no puede existir.

Sea entonces (z,y, z) una solucién. Podemos suponer z,y, z > 0, cambidndolos por sus opuestos si no. Si
hay un primo p que divide a =,y y z, entonces p* divide a 22, ergo p? divide a z y entonces (%, %, p%) es una
solucién mds pequena. Supongamos entonces (z,y, z) = 1.

x,y no pueden ser impares, ya que entonces, tomando médulo 4, 22 =4 2. Por tanto podemos suponer que
x es impar e y es par. Ahora bien, como tenemos la terna pitagérica (z2)% + (y?)? = 22, con 2 impar, por lo

visto en el ejercicio 5 podemos encontrar m, n enteros tales que:

22 =m? —n?,y? = 2mn, z = m® + n>.

m,n tendrdn que ser coprimos, y no pueden ser ambos impares. Pero entonces, como tenemos 2 4+ n? = m?,
tenemos otra terna pitagdrica, de modo que hay r, s enteros tales que:

=1’ —52,n22rs,m:r2+32
Como m,n son coprimos, 7, s seran coprimos, y como m = 72 + s2, m también serd coprimo con ellos. De
modo que, como 7,s,m son coprimos y y?> = 2mn = 4mrs, m,r,s tendrdn que ser cuadrados. Ergo, la
ecuacién m = r? + s? se transforma en una nueva solucién de la ecuacién inicial, con |\/m| < |m| < |z|, como
queriamos. 0
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Pasamos a intentar demostrar el caso n = 3 del ultimo teorema de Fermat. Obviamente, la existencia de
soluciones a 2% 4+ 32 = 23 equivale a la existencia de soluciones a % 4y + 23 = 0. Para estudiar esta ecuacién,
hacemos un breve estudio de Z[w].

2.4 Z[w]. El caso n =3 del Ultimo Teorema de Fermat
2.4.1 Z[w]

Llamamos w = _1%“6, una rafz ctbica primitiva de la unidad. Es raiz del polinomio 2% — 1 y su polinomio
minimo sobre Z[z] es m;:ll =22 +2+1=(z—w)(z—w). Por tanto por las férmulas de Cardano-Vieta
tenemos que ww = —(w+w) = 1.

Proposicién 2.3. Z[w] es un dominio euclideo con la funcién ¢(z) = |z|?.

Demostracion. El cuerpo de fracciones de Z[w] es Q(w). Ahora, usando la proposicién vamos a ver que
la funcién ¢(2) = |2|? hace a Z[w] un dominio euclideo. Para esto primero vemos que si a + bw € Q[w] (con
a,b € Q), entonces |a+bw|? = (a+bw)(a+bw) = a® —ab+b? es racional .Si a+bw € Z[w], entonces a® —ab+b?
es entero, y de hecho si a,b no son ambos nulos, es entero positivo, ya que a?> — ab + b% = w > 0.
Ademés, estd claro que la funcién ¢ es multiplicativa, asi que solo queda la tltima propiedad de [2:3]

Dado a+ bw € Q[w], cogemos ¢, d a distancia < 1 de a,b, y entonces, ¢((c+ dw) — (a+ bw)) = ¢((c —a) +
(d-bw)=(c—a)?—(c—a)(d—b)+(d-b?<itli1lq O

Las unidades en Z[w] serdn 1, —1,w, —w,w?, —w?. No puede haber més porque estos son los tinicos ele-

mentos de médulo 1 de Z[w], y la igualdad w - w? = 1 prueba que todos ellos son unidades. Forman un grupo
multiplicativo ciclico de orden 6, generado por —w (de hecho, son las raices sextas de la unidad en C).

Ahora, sea A = 1 — w. Necesitaremos algunas propiedades de este nimero. Primero, A2 = 1 + w? — 2w =
1+ w+w? — 3w = —3w. Es decir, A\? es 3 salvo unidades. Ademds, |\| = 3, asf que \ es irreducible. Por lo
dicho, tenemos que (3) € (A) € Z[w], ergo el orden del cuerpo Z[w]/()) serd un divisor propio del orden de
Z|w]/(3), que es 9. Por tanto, el orden de Z[w]/(\) es 3, es decir, ese cuerpo es isomorfo a F3. 0, 1y -1 son
representantes de los 3 elementos de este cuerpo.

2.4.2 El cason =3

La ecuacién x3 +y3 + 23 = 0 equivale a —2% = (23 +y3). 23442 factoriza como (z +y)(z +wy)(z +w?y). Para
ver esto, vemos que x> 4+ 3> = 33 (z—z + 1), y como s% + 1 = (s + 1)(s + w)(s + w?), tenemos 3> z—z + 1) =
y3 (% + 1) (% + w) (% + w2> = (z + y)(z + wy)(z + w?y). Por tanto, nuestra ecuacién es:

—2 = (@ +y) (@ + wy) (@ + wy)

Para seguir necesitamos un lema:

Lema 2.4. Sea A =1 —w. Entonces, si @ =1 méd ), entonces a® =1 méd A*. También, si o« = —1 méd A,
a® = —1 méd 24

Demostracion. Primero supongamos o = 1 méd A. Sea 8 tal que A3 = a— 1. Entonces, a® —1 = (a—1)(a —
w)(a—w?) = (a—1)(a—1+(1—w))(a—1+(1—w?)) = ABAB+1)AB+(1+w)) = WEB+1)(F+1+w).
Basta entonces ver que 8(8+ 1)(8 + 1 + w) es multiplo de A. Pero, como 1,w y 1+ w no estédn en (\) por ser
unidades, los ntimeros 3, 54 1, 84 14w son representantes de clases distintas de Z[w]/(\). Como este cuerpo
solo tiene tres clases, uno de esos tres nimeros estard en (\), por tanto 5(5 + 1)(8 + 1 + w) es multiplo de A.

Para la segunda parte, si @« = —1 mdd A\, entonces en médulo A\*, usando la primera parte del lema tenemos
que @ = —(—a)® = —1. O
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Teorema 2.5. Dados a, 8,7 € Z[w] tales que
a®+ B3 ++% =0,
se tiene que afy = 0.

Demostracion. Como la ecuacién ciibica es homogénea, podemos suponer («, 3,7) = 1, y por tanto («, 8) =
(8,7) = (v,a) = 1. Esto es porque toda solucién es un miltiplo de una solucién de este tipo (reducida en Z),

B
@ dd
del ideal generado por esta también son soluciones y si suponemos que med(a, 3) # 1, entonces med(a, 8)|7.
Se divide la demostracién en dos casos. Sea A := 1 — w y supongamos que A { a7y :

Entonces a, 3,7 = +1 méd A = a3, 53,73 = £1 méd M\* por el lema. Sustituimos arriba para obtener

ya que si en una solucién, («, 3,7) es d no unidad, entonces ( ) es una solucién reducida. los elementos

O=pa £1+1£1=43+1

Pero £1,43 no son 0 médulo A*, ya que no son miiltiplos en Z[w] de 9, que es asociado de A*. Por tanto,
At afy no puede darse.
Supongamos entonces que A|aS~y. Como seguimos suponiendo que «, 3,y sean coprimos dos a dos, suponemos
sin pérdida de generalidad que Aly, A fa, A1 0.
Sean € Ny § € Z[w] tales que v = A\"§ y At 0.
Reescribimos la ecuacién:
o+ B4 N3 =0

con M afdy
med(a, ) = med(5,0) = med(0, ) = 1.

De esta forma, (a, 3, 6) es solucién reducida en Zjw] de la ecuacién
342+ X2 =0, neN.
Esta ecuacion es un caso particular de
E.p: 2 +9y°4+eX2® =0, e € Z[w]*, neN

con € = 1, veamos qué sucede con este tipo de ecuaciones. A continuacién vamos a comprobar dos cosas:

En primer lugar, si E; ,, tiene una solucién reducida, entonces n > 2.

En segundo lugar, si E; ,, tiene una solucién reducida, entonces Je1 € Z[w]* tal que E., ,_1 tiene solucién
reducida.

Conocidos estos dos hechos, un argumento de descenso nos dice que las E. , no tendran soluciones.

Veamos que n > 2, supongamos que tenemos «, (3, solucién reducida en Z[w] de E. ,, :
—eANnB =+ 32 = 2121 =0, +2.

Como n > 1 se tiene que eA?"9% =55 0. Como £2 #Z 0 mdéd A la tinica opcién es que o 4+ 83 =y4= 0. Como ¢
es unidad, no lo divide A. Por hipétesis A { § luego A\*[\3" = n > 2.

Sea a, 3, solucién reducida en Z[w| de E; ,, :
o + B3+ X6 = 0.
Nos fijamos en que 1 =y w =y w?, ergo:

at+f=xatwf=yatw?f= —ed = o’ + 8% = (a+ B)(a+wp)(a+w?p) =x (e +6)°
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Como A divide a —A3"42, debe dividir a alguno de los factores a + 3, o +wf3, a +w?B. Como son congruentes
modulo A divide a los tres, luego
a+B atwlB a+w?B c
AT N A
Veamos que estos tres elementos son coprimos dos a dos.
Sea 7 € Z[w] irreducible y supongamos que 7| QT%, %)f"ﬁ Entonces Ar|a+ 8, a+wp luego Ar|a+5—(a+wpf) =
A8y Arlw(a + B) — (o + wB) = —Aa. Se tiene que 7|a, 8 pero med(a, 5) = 1. Absurdo. El razonamiento

para ver que
a+wlB o+ w?p a+w?f a+wp
mced = mcd =1

Z|w]

A A AT A
es igual. Resumiendo, tenemos que o+ 3, & +wf, a+w? 3 no tienen factores primos aparte de A y su producto

—eA3"63. Supongamos que A divide a +5, y por tanto no a o‘“)ﬁ °‘+w atw?s (podemos suponerlo porque si no

camblamos B por wB o w?B en la ecuamon) Entonces, por lo dlChO tendremos aq, g, a3 € Z[w] no miltiplos
de A y w1, us,us unidades tales que

a+B=wu N2, adwh=udd a4+ w?fB=ushai

—eN53 = (a+ B)(a + wph)(a + w?B) = s A3 2adus daduzad
y tendremos que med(ay, ag) = med(asg, az) = med(as, 1) = 1, por ser a+5 O‘JFW’B s atw’s coprimos.
Ahora nos fijamos en que
0=(a+B) +wla+wh) +w(a+w?p) =
w A" 208 4 wuphad + wushad = Mur 3 N3 £ wusad 4+ wlugad).
A #£ 0y wuy € Zw]* as{ que multiplicamos por su inverso:

0 = w?uy 'ur a3 A3 o 4 wug tuzad = £1a3 23D 4 ad 4 ugad.

Donde hemos denotado &1 := wzuglul, Uy 1= qu_IU3.

0=2e1a3 0D 403 4 ugad =35 0f +ugad =35 £1 +uy - (£1)

Donde hemos usado el lema 2.4y que ay,as =, £1. Esto obliga a que uy4 sea £1 pues si no, +1 + uy #y2 0.
Suponemos que uy es 1 pues si fuese —1 cambiamos a3 por —ag y ya es uy = 1. Entonces se tiene que

0=e1a323" D o3 + o

es una solucién de E., ,_1, como queriamos.
O

Intentar generalizar este argumento a exponentes primos superiores no es viable pues estamos haciendo un

uso excesivo de las unidades, que en este caso son pocas.

Ejercicios Ver soluciones de 23 +y3 = 2z3. (Las triviales son con x = +y). Una solucién se puede encontrar
n [2], pagina 79.

Ver soluciones de 22 + y3 = 323. (Las triviales son o + 3% = 43 = 0.). Una solucién se puede encontrar en el

apartado 13.5 de [3].

2.5 Algunos problemas resueltos

Problema 2.1. Dado p primo, ver que p = a® + b% si y solo si p = 1,2 méd 4.

Solucion. Si p = a® + b?, tomamos médulo 4. Entonces, como solo 0 y 1 son residuos cuadraticos médulo 4.
a® y b? pueden ser 0 o 1 luego p podria ser 0,1 o 2. No obstante, si fuese 0 no serfa primo.
Ahora supongamos que p = 1,2 méd 4.
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Sip=2 mébd4, p es primo luego debe ser 2.
Asf que a = b =1 cumplen que a? + b = 2 méd 4.

p—1 —1
Por otro lado, si p =1 mdd 4, entonces (—1)"z =1 asi que (> =1.
p
Es decir, existe a € Z: pla® +1 = (a +i)(a — i) € Z][i].

p no divide a a + 4 ni a a — i asi que p no es primo. Como estamos en un DFU tampoco es irreducible, asi
que I(ag + b14), (az + bai) € Z[i] no unidades tales que

p = (a1 +bii)(az + bai) = p* = (ai +b)(a3 + b3).
Como no son unidades sus médulos no son uno asf que a3 + b? = p. O

Problema 2.2. Sea p € N primo impar, demostrar que —4 =, z* para algtin z si y solo si p =4 1.

Solucién. = : Si —4 =, z* para algin z, entonces —4 =, (2%)?, es decir, —4 es un residuo cuadratico
modulo p, por tanto p =4 1.

<= Suponemos p =4 1. Vamos a usar el siguiente lema:
, . . p—1
Sea p = 4, entonces a =, z* para algtin z si y solosia = =, 1.

. - . _p—1 —
Para probar el lema trabajaremos en Z,. Entonces, si @ = z* para cierto x, entonces @ 1 = 2P~ = 1.

Reciprocamente, supongamos que " T =1. Sea g un generador del grupo ciclico de Z, y m € Z tal que a es
de la forma ¢™. Entonces ot = gmﬁ%1 =1, por tanto como el orden de g es p — 1, tenemos que p — 1|m%.

Es decir, m es miiltiplo de 4, es decir, hay m; con m = 4m;. Por tanto a = (¢"*)*, como querfamos.

Ahora, usando el lema con a = —4, solo tenemos que comprobar que (—4)pr1 = 1. Pero (—4)29771 =
_ pe 2 _
255 (—1)% = <> (—1)pT1. Para comprobar que esto es 1, dividimos en casos en médulo 8. Como p =4 1,

solo hay dos casos:

2
e p =g 1. En este caso, Tl es par, y usando la segunda ley suplementaria, (p) (-1)7T =1-1=1.

2 o
e p =g 5. En este caso, Tl es impar, y por la 22 ley suplementaria, <p) (—1)[’71 =(-1)-(-1) =1

Problema 2.3. Sea p € N primo impar, demostrar que —2 es residuo cuadrético médulo p si y solo si p se
puede expresar como a® + 2b2, con a,b € Z.

Solucion. <= : Si a® + 2b®> = p, b no puede ser miiltiplo de p, ya que entonces o bien b = 0, y a? = p, lo cual
es imposible, o bien |b| > p, ergo a? + 2b% > p.

Ahora, pasando a Z,, tenemos que a2 = —2b°. Por tanto —2 = %—j = (%), es decir, —2 es residuo
cuadratico.

= : Para esta implicacién usaremos algo que veremos en breve: que Z[/—2] es un DFU. Si —2 es residuo
cuadratico médulo p, existe a € Z con pla® + 2. Es decir, en Z[v/=2], p|(a + v/—2)(a — v/—2). Sin embargo,
en Z[v/=2], p no divide a a + /=2 ni a a — v/—2, ya que los miiltiplos de p son de la forma kip + kapyv/—2,
con ki,ky € Z. Ergo, p no puede ser un primo en Z[y/—2]. Como Z[y/—2] es un DFU, p no es irreducible
en Z[v/—=2]. Ergo, podemos escribir p = (a; + b1v/—2)(az + bay/—2). Tomando médulos al cuadrado en la
igualdad anterior, tenemos que p? = (a2 + 2b%)(a3 + 2b3). Como a; + b1/—2 y aa + b2y/—2 no son unidades,
tenemos que a? + 2b7 y a3 + 2b3 son enteros > 1, por tanto serdn p. Es decir, a? + 2b3 = p.

Con las herramientas que tenemos, no es dificil comprobar que —2 sera residuo cuadratico médulo p cuando

psea 1 6 3 médulo 8. Por tanto serd entonces cuando p se pueda escribir como a? + 2b2.
O
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Generalizacion de los problemas 1 y 3
-2
Sea p primo y sea k € N tal que Z[v/—k] es DFU. Entonces existen z,y € Z: p = 2% + ky? & () =1
p

Para la implicacién de izquierda a derecha tomamos médulo p y dividimos por 32 (que no es miiltiplo de p).
Para la de derecha a izquierda:

Sabemos que Ja € Z : pla® +k = (a +V—k)(a — vV—k).

Como pta++v/—k,a—+/—k no es primo en Zv/—k, tampoco es irreducible asi que existen (a; + b1v/—k), (as +
ngjk) no unidades tales que

p= (a1 + bV —R)(az + bov/—R) = p* = (a? + kB3)(a3 + k3)

Luego p = a? + kb?, ya que si un nimero a € Z[v/—k|, con k > 2, cumple |a| = 1, el nimero es 1 o —1, ergo
es una unidad.

Problema 2.4. Estudiar la solubilidad en enteros de

2 2 2
T+ Yyt =2z,

usando a ser posible los enteros de Gauss.

Solucién. Nos comenzamos fijando en que si a® + b = ¢? se cumple para ciertos valores a,b, ¢ € Z entonces

ak, bk, ck es también solucién con k € Z. Supongamos entonces que no hay primos que dividan a a,b,c a la
vez. No obstante, si un primo dividiese a 2 de ellos tiene que dividir al tercero luego suponemos sin pérdida
de generalidad que

med(z,y) = med(y, z) = med(z,2) =1

Si tomamos médulo 4 vemos, sin pérdida de generalidad, que a =4 ¢ =4 1, b =4 0. Escribimos z = p{* ...p&",
sabemos que un primo p > 2 es irreducible en Z[i] si y solo si p =3 mdd 4. Se tiene por otro lado que

22 =2 +y° = (z+iy)(z —iy)

Sidj =1,...r tal que p; =4 3, entonces p; divide a  + iy o a  — iy, en cualquier caso p; dividea z y a
y luego la hipétesis de que x, y, z son coprimos entre si no se daria.
Asf que Vj =1,...7 se tiene que p; =4 1, pero entonces Ja;,b; € Z: p; = (a; + ib;)(a; —b;) :

I
(@ +iy)(x —iy) = [ [ (a5 +ib;)** (a; — ibs)**
j=1
Si a; + ibj|x + iy entonces a; — ibj|x — iy. Con esta idea y tomando el signo de los b; de tal forma que

r

x+iy = H(aj +ib; )2
j=1

Luego = + iy es un cuadrado, x — iy también.

Existen u,v € Z: z + iy = (u +iv)? = u? — v? + 2iuwv.

z =u? —v? e y = 2uv. Nos fijamos en que

u? 0 = |22 = |u+ ] = |(u+ iv)2| = |u? — v% + 2iuv| = (u? — v*)? + (2uv)?.

Asf que z = u? + v?%. Dada una terna “reducida” siempre podremos encontrar w,v € 7 que nos permita
generarla. Ademads, dados u, v cualgesquiera siempre generan una terna.
Mencionar que hemos supuesto que y es par y que también estan las no reducidas:

r=k(u®—v?), y=4dkuw, z==Fk@?+0v?
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Problema 2.5. Sacar todas las soluciones enteras de
B —1=y
Como pista usar el dominio euclideo Z[i].

Solucion. En primer lugar escribimos
o=y +1=(y+i)(y i)

Si p = 4k + 3 primo, es primo en los enteros de Gauss y p 1 1.

Si p = 4k + 1 primo, entonces p = (a + bi)(a — bi), si divide a ambos factores, a + bily + i = a — bi|y — i luego
p=(a—bia+bily—1ypil.

Para el caso p = 2 tomamos médulo 8 y hacemos casos.

Deducimos que y + i,y — 7 son coprimos asi que ambos deben ser cubos, en particular el primero:

y+i=(a+pBi) =0a®—-3ap%+ (30°8 - B%)i = 1=3a%3— B = p(3a> - 5?)

Como trabajamos en enteros, se tienen dos casos: 8 =3a? — 2 =16 8 =3a% — % = —1.
En el primero llegamos a un absurdo mientras que en el segundo se tiene que o = 0. Esto nos lleva a que
y+i=(-i)3=i=y=02=1.

O

Problema 2.6. Sacar todas las soluciones enteras de

23 —2 =1y

usando el dominio Z[v/—2].

Solucién. La ecuacién equivale a 23 = (y ++/—2)(y — v/—2). Vamos a ver ahora que y ++/—2 e y — /=2 son
coprimos. Si no lo fueran, tendriamos un primo p que dividiria a ambos, y por tanto a su diferencia, 2v/—2.
Pero /—2 es primo, y es el tnico que divide a 24/—2. Por tanto, podemos suponer p = 1/—2. Ahora bien,
si /=2 divide a y + /=2 y a y + v/—2, entonces 2|z3. Esto es absurdo, ya que entonces, 8|23, y tomando
médulo 4 en la ecuacién del enunciado, tendriamos y? = 2.

Ergo, y +v—2 e y — /=2 son coprimos. Pero en la igualdad 2® = (y + v/—2)(y — v/—2), al factorizar en
primos, todos los primos tienen que aparecer con exponente multiplo de 3. Por tanto, en la factorizacién de
y + /=2 los primos apareceran con exponente miiltiplo de 3, es decir, ¥ + v/—2 es un cubo salvo unidades
(£1). Como el opuesto de un cubo es un cubo, y + /=2 es un cubo: y + /=2 = (a + b\/—2)3, para ciertos
a,b € Z. Igualando partes imaginarias, 3a2b — 20 = 1. Por tanto bes 1 o —1. Si b = 1, queda 3a® = 3, es
decir, a = 1, en cuyo caso y = a® — 6ab? = £5, y despejamos x = 3. Si b = —1, queda —3a? = —1, que no
tiene soluciones enteras.

Ergo, las tinicas soluciones a esta ecuacién son x = 3,y = £5. O
Problema 2.7. Sacar todas las soluciones enteras de 3 — 4 = y? usando el dominio Z[i].

Solucion. La ecuacién equivale a 2® = (y + 2i)(y — 2i). Igual que en el ejercicio anterior, veamos qué factores
comparten y + 2i e y — 2. Si un primo p divide a y + 27 y a y — 2i, entonces divide a su diferencia, 4, ergo el
unico primo que dividird a ambos serd 1 + i. Podemos escribir entonces y + 2i = (1 +)” [[ p;", y tendremos
que y—2i = (1—0)7[[, o™ =i~ 7(144)7 [[, ;. Por tanto, 2* es, salvo unidades, (1+1)*" [, p{"p;**. Ergo,
a; v v son todos multiplos de 3, al ser todos los p; y p; distintos.

Por tanto y + 2i es un cubo o un cubo por una unidad. Como toda unidad es un cubo en Z[i], tenemos que
y + 2i es un cubo, y + 2i = (a + bi)?, con a,b € Z. Igualando partes imaginarias, 2 = 3a%b — b3. Hay cuatro
casos posibles para b, 1,—1,2,—2. Las soluciones para (a,b) que obtenemos son (+1,1), (£1,—2). Esto da
lugar, usando y = a® — 3ab? a los valores de y 42, £11. Obtenemos asf las soluciones (2,+2) y (5,411). O
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Capitulo 3

Reciprocidad cubica

3.1 Z[w] revisitado

Irreducibles en Z[w] Sea 7 € Z[w] irreducible, entonces N(7) = 77 = p1...p: € Z, luego 7 divide a algin
p primo en Z:

wlp = N(m)|N(p) = p*.

Tenemos dos posibilidades, que N(7) = p 6 que N () = p*.

En el primer caso se tiene que p = 77 y 7, T no son asociados. Esto se ve tomando m = a + bw, tomando
T = +1, 4w, +w? - 7, y sustituyendo en p = 77.
En el segundo caso, 7|p luego p = ma asf que p? = N(7)N(a) = p>*N(a) luego N(a) = 1y es unidad. En este
caso p y m son asociados y p irreducible en Z[w]. El 3 cumple que 3 = (—w?)\2.

Al igual que vimos en Z[i] y Z[v/—2], vamos a ver quiénes primos de Z[w]. Para ello valdra ver los divisores
primos de todos los primos enteros distintos de 3.

Proposicién 3.1. Sea p € Z primo. Entonces, si p =3 2, es primo en Z[w]. Si p =3 1, p es producto de dos
primos no asociados en Z[w].

Demostracion. Sip =3 2, entonces no puede haber ningtin primo de norma p. Esto pasa porque dado cualquier
a + bw, su norma sera a? — ab + b? =3 (a + b)? #£3 2, ergo no puede haber nimeros de norma p en Z[w]. Por
tanto, por la anterior discusién, p es irreducible.

-3
Si p =3 1, entonces podemos comprobar usando reciprocidad que <> = 1 ergo hay a € Z con
p

pla®+3 = (a++v=3)(a—v/-3) = ((a+1) +2w)((a—1) — 2w), que no son multiplos de p por tener coordenadas
no multiplo de p en la base (1,w). Por tanto p no es primo, ergo no es irreducible, y por la discusién anterior
p serd producto de dos primos conjugados 7. O

Ejemplo En el caso p = 7, sabemos que no va ser irreducible en Z[w]. Queremos (a,b) € Z tales que
7=a%—ab+b* = (a—b)?+ ab = |a + bw| Vemos que (1,3) y (2,3) son soluciones. Si multiplicamos a + bw
por unidades obtenemos mas hasta un total de 12.

Esto tiene una interpretacion geométrica curiosa, cuando trabajamos con los enteros de Eisenstein, estamos
creando una malla triangular en el plano. La idea ahora es que si tomamos una circunfencia de centro 0 y
radio \/p, p =3 1 primo, cortard a 12 puntos de la malla. Z[w] es DFU y como p es producto de 2 primos no
asociados salen 12 puntos en total.

Se les suele llamar primos inertes a los primos de Z que no descomponen como producto de 2 irreducibles.
Asi pues, todo nimero de Z|w] se podra expresar de la forma:

@B G
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S T
a = (—w)A H ¢ H ﬂ.;?j
i=1 =1

con €, a,a;,b; € NU{0} (¢ se puede tomar entre 0 y 5 de forma tnica), ¢; =3 2, |1;|> =p; =3 1 (7; y 77
pueden aparecer por separado).
La norma de \ es 3, la de g; es ¢7 y la de m; es p; luego

a? —ab+b* = N(a) :3“Hq?a" Hp?j
=1 j=1

Asf que los enteros de la forma a? — ab + b deben cumplir que en su descomposicién factorial, los primos de
la forma p =3 2 deben tener exponente par.

Cuerpos residuales en Z[w]
Sea m irreducible en Z[w]. Veamos qué podemos decir del cuerpo %. Primero veremos el caso de primos
q enteros con q =3 2.

Z[w]

Tomemos 0 # m € Z, entonces 7,5 tiene m”

elementos, ya que cualquier a + bw € Z[w] tiene un unico
representante de forma mr’ 4+ s'w, con r’, s’ entre 0 y m — 1:

a+bw=(am+r)+¥m+s)\w=m(d+bw)+ (' +sw) =, +sw
Asi que si tomamos m = ¢ primo con g =3 2 se tiene que

Zlw]
(9)

Vamos al caso 7 irreducible en Z[w] con N(7w) = p € Z primo. Se tiene por el teorema chino del resto que:

~Fge.

El miembro izquierdo es un anillo y los de la derecha son cuerpos de al menos dos elementos. Por tanto cada

cuerpo tiene p elementos:

2] 2]

(m) (™

Podemos recordar que % ~ 3.

Dado 7 € Z[w] irreducible con 7 # A:

- Si N(m) es primo en Z, la norma es 1 médulo 3.

- Si m € Z primo, entonces 7 =2 méd3 y N(7) =72 =1 méd 3.

En general, 3|N(7m) — 1. Ademds, N(7) es el cardinal del cuerpo que creamos al cocientar. Por tanto, 3 divide

al orden del grupo multiplicativo:
Z X
3IN(m) — 1= |(M>

(m)

Asi que dado a € Z[w], mfa:

o113
N1 =1 médr = wlaN™L 1= (ozN(3> 1) -1=

N(w)—1 N(m)—1 N(m)—1 5
a 3 —1)la 3 —w)la 3 —w

Como 7 # A, 7 solo puede dividir a uno de los factores pues si dividiese a dos, dividiria a la resta y llegariamos
a que divide a \.
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3.2 Simbolo cubico

s . . . . . . N(m)-1 )
El tiltimo comentario de la seccién anterior nos dice que en médulo 7, cualquier o= 35 — € Z[w] serd 1,w o w?

(pero no dos de ellos). Por tanto podemos dar la siguiente definicién:

Definicion 3.2.

« m . N(m)—1 m
—) =™, si wla” 3 —w™, m=0,1,2
/3
De esta forma
o N(m)—1
(—) =q 3 mod
m/3

Lo hemos definido de forma similar al criterio de Euler de reciprocidad cuadratica.

Propiedades
1. Sia=; =

2. Dados a, § € Z[w] se tiene que

3. Dado o € Z[w] :
IBEZw]: fF2=a médr & (g) =1.
3

. . . . Nm-1
Demostracion. Las primeras dos leyes son inmediatas pasando a o= 3~ mdd m. Veamos la tercera.

Si B existe se tiene

(g) = o5 médr = V=1 medn = 1.
m/3
e .., Nm-1 _ Z[w] \ ©
Por otro lado, si (—) = 1, por definiciéon o= 3~ = 1. Tomamos un generador g de (W) y k € N tal que
m/3
7" = o méd w luego
1= aN(?il = (gk)N(?i1
Asi que N(m) — 1|k%, es decir, existe b € Z :
N(m)—1
(N(m) — 1)b:kL = 3b=k= 3lk
Luego k/3 € Z y §*/3 es raiz cibica de o médulo 7. O

Dado 7 t @ con 7 irreducible en Z|w] con N(w) # 3, la aplicacién

. 7 x
(5),: () =
w3 (m)
es un homomorfismo de grupos (a homomorfismos de este tipo se les llama cardcteres).

Si 7 asociado a primo ¢ =3 2 en Z tratamos con ]Fg Si N(m) = p primo en Z tratamos con F,, p =3 1.
Tenemos ya que que

BeZlw]: B=amédr < (%)3:1

El problema es que estas raices estan en los enteros de Eisenstein y queremos encontrarlas en Z. Veamos la
relacién entre ambas cosas.

Proposicién 3.3. Sea ¢ =3 2 primo entero, entonces todo elemento de Z[q]* serd residuo ctibico médulo q.
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Demostracion. Sea g generador de Z; . El orden de g es ¢ — 1 luego 3 Y q — 1 asi que g> sigue teniendo orden
qg—1:

_ _ 3
Zy=(9) = (3°), por tanto Zy = (qu)

O

Proposicién 3.4. Dados p,a en Z, con p =3 1 primo, p = 7pi, la ecuacién 2® =, a es soluble en Z sii

(-

a
Demostracion. =>: Obvio, ya que 2 =, a implica 23 =, a. <=: Si <7> = 1, entonces hay 3 con 3% =, a.
m/3
Pero habra 8’ =,  con 3/ € Z: esto pasa porque Z[w]/(7) tiene p elementos y caracteristica p, por tanto sus
clases son de hecho 0,1,...,p — 1, que obviamente tienen representantes enteros. Asi pues, 8° =, a, es decir,

7|8 — a. Tomando médulos al cuadrado, p|(8"® — a)?. Ergo, p|B"® — a, como querfamos.
O

Ejemplo 3.5. Con g =2:
1
Calculemos <%) . Estamos trabajando en Fy, tenemos los elementos {0, 1,w,1 + w}. Claramente <2> =1
3

3
w 4-1
-\ = =2 w 3 =W.
2/3

1
- (—W> =, w? por descarte.
3

Con ¢ = 5 : Tenemos 24 elementos en el grupo multiplicativo de Fa5. Tienen la forma a + bw con a,b €
{0,1,2,3,4}. Ir elemento por elemento es tedioso. Busquemos generadores y veamos qué sucede.
w tiene orden 3 y (wA)? = w?(1 — 2w + 2w?) = —3w? = —3 estd en F5 C Fas, (wA)* =9 = —1 mdd 5 luego w
tiene orden 8.
Por tanto Fa5 = <m> (en el grupo ciclico de 24 elementos, al multiplicar uno de orden 3 y uno de orden 8

obtenemos un generador). L
Asf que dado a € FS5, 3k € N: (w?A\)* = a luego

0, (5),- G () @)mew -
(5),-(3),-(5),-(3).6h == (),

) = (w?)#wk = wkw* = wW?*. Vamos probando casos para sacar los residuos ciibicos:
3

(SIS

Asique(
k=0:=1, k=3:=2 M=1-wl=1-3w+3w’-1=-3w-3w+1)=52+4w

k=6:= (2+4w)? =4+ 16w+ 16w =54+ w+w?=3
E=9:= 3244w)=6+120=51+2w, k=12:= 32=54
kE=15:= 4(2+4+4w) =5 3+ w, k=18:= 3-4=52
k=21:= 2(2+4w) =54+ 3w

@ @
Dada una unidad u € Z[w]* se tiene que (—) = (—) pues si 7 divide a algo um también y viceversa.
w/3 um/ 3

Lo mismo no sucede si tomamos un asociado de «, basicamente porque no todas las unidades son residuos
cubicos.

2Esta barra es para sefialar que es la clase de equivalencia, no tiene nada que ver con el conjugado.
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3.2.1 Irreducibles primarios. Leyes suplementarias

Dados irreducibles 71, 72 € Z[w] no asociados y tales que N(m1), N(m2) # 3, queremos relacionar (W) con
3

(%),

Definicién 3.6. Sea 7 € Z|w| un irreducible. Diremos que 7 es primario si 7 = 2 méd 3.

Esta definicién se puede dar sobre cualquier elemento, no necesariamente irreducible: 3¢ + dw € Z[w] tal
que T =2+ 3(c+ dw).
Un irreducible primario se puede escribir como m = (3m — 1) + 3nw m,n € Z.

Proposicién 3.7. Sea m € Z[w] irreducible, con N(7) # 3. Entonces exactamente uno de sus asociados es
primario.

Demostracion. En Z[w]/(3), que tiene 9 elementos, las seis unidades, 1, —1,w, —w,w?, —w?, son todas distin-

tas (ya que sus diferencias no son miltiplo de 3). Ademds tenemos los otros 3 elementos, también distintos,
1 —w,1—w? 0, que no son unidades (ya que (1 —w)(1 —w?) =0 en Z[w]/(3)).

Ahora, sea 7 € Z[w] irreducible, con N(7) # 3. Entonces 7 es coprimo con 3, por tanto 7, serd una unidad

en Z[w]/(3). Si buscamos un elemento a de Z[w]/(3) tal que ar = —1, habrd uno tnico, que es =1. Este
elemento es una unidad en Z[w]/(3), y por tanto por lo que hemos visto en el anterior parrafo le corresponde
una tnica unidad de Z[w]. O

Ejemplo de primario asociado a un irreducible. 7 = (3+w)(34+®), ninguno de los factores irreducibles
es primario. Veamos que un irreducible asociado si que lo es:

-+B4w)=13tw

-Fw@B4w) =Hwtw=F3wFwFl=Fl+2w

- +w?B+w) =43+ 1=F3(w+1)£1=7F2F w.

Asi que —w?(3 + w) = 2 + 3w es irreducible, primario y cumple que (2 + 3w)(2+3w) =4+9—-6 = 7.

Ejercicio Dado un irreducible 7 € Z[w], tal que 77 = p primo. Con p =3 1. Entonces uno y solamente uno
de los asociados de 7 es primario.

Nos comenzamos fijando en que tomando mdédulo 3 salen 9 posibilidades: a + Sw, donde «, 8 € {—1,0,1}.
Nos fijamos en que si a + 8 =3 0 no se cumple que p =3 1 pues

l=sp=a?+b—ab=3a®>+a®>+a®>=30.

La ecuacion a4 3 =3 0 la cumplen 3 posibilidades de las 9. Quedan 6 y hay 6 asociados. Si calculamos la clase
de cada unidad vemos que son precisamente estas 6 posibilidades restantes. Como el producto de unidades es
unidad, el producto de clases es clase.

Dado 7 irreducible como en el enunciado. Su clase médulo 3 sera alguna de las 6 posibles, de estas 6 solo una
caracteriza a los primarios. El producto de unidades es un grupo, el producto de la clase de 7 por cada unidad:
Ly : Z[w]* — Z[w] que manda u unidad a la clase de um genera 6 elementos cada uno con una clase distinta
pues, aunque 7 no es inversible, si que hay una unidad con la misma clase que 7 y podemos multiplicar por
su inverso para ver que se trata de una biyeccién. Asi que exactamente uno de los asociados es primario.

Teorema 3.8 (Primera ley suplementaria). = € Z[w] irreducible:

1 w 1 si N(r)=1 méd9
() =1, (—) =¢ w si N(m)=4 méd9
T /s T3 w? si N(7)=7 méd9
Demostracion.
—13= -1 médn



Supongamos que N(7) = p € Z primo con p =3 1. Encribimos entonces N (7)) = 9k + r donde r puede ser
1,4,7:
1 sir=1
w N(m)—1 9k+r—1 r—1 R
(7) =w 3 =w 3 =w 3 = w sir=4
3

T .
w? sir=7

Por otro lado, si m = q € Z primo con ¢ =32, N(7) —1=¢> - 1= 3k +2)2 -1 =9k?> + 12k + 3 =

w ) 1 sik=-1
() =, WL ke k) =0
/3 w? o sik=1
1 sik=-1
Calculamos N(7) =g 3k+4=< 4 sik=0 O
7 sik=1

Teorema 3.9 (Segunda ley suplementaria). 7 € Z[w] irreducible primario tal que mt A sean m,n € Z: m =
(3m — 1) 4 3nw. Entonces:
( A > 2m
A R
T/3

Demostracion. Tenemos m = (3m — 1) + 3nw primo primario y queremos ver que <> = w?™,
s

SiTteZ:

2
B () (), -2, - e (2) o
T/ 3 ™ /)3 T™ /)3 T J3 \T/3 m/3 )4
SiTgZ, N(r) = (3m — 1)? + 9n? — 3n(3m — 1) € Z primo.

El caso de m € Z no es nada obvio, y de hecho fue publicado por Eisenstein después de la propia ley de
reciprocidad ciibica. Una prueba se puede encontrar en [I]. Usa la ley de reciprocidad ctbica pero esto no
serd problema ya que no usaremos el suplemento para probar la ley. O

3.3 Sumas de Gauss y Jacobi

Para demostrar la reciprocidad cubica vamos a generalizar una de los 8 demostraciones que dio Gauss de la
cuadrética. Antes necesitaremos desarrollar algunas herramientas.

Consideremos hom(F5, C*), el conjunto de homomorfismos x : F; — C*, donde p =3 1EL
Llamaremos caracteres a estos homomorfismos de grupos. Es directo ver que si x : F — C

1 x(1)=1

2. Va, x(a) es raiz p — 1-ésima de la unidad.

3. x(a™!) = x(a)~" = x(a)

Proposicién 3.10. hom(F,’,C*) tiene una estructura de grupo con el producto definido por (x1 - x2)(a) :=
x1(a)xz2(a). Llamaremos € al elemento neutro, dado por €(a) =1 Va.

es un caracter:

Demostracion. Es directo comprobar que 7 - x2 estd en hom(IF; ,C*), y el resto de propiedades de grupo. El
caracter inverso vendra dado por x~!(a) := x(a) . O

Ademds, dado un generador g de )¢ determinamos el homomorfismo segiin dénde mandemos g. De esta
forma, al haber p — 1 raices p — 1-ésimas de la unidad tenemos p — 1 caracteres. Si consideramos el generador

3QGran parte de los conceptos se pueden definir para todo primo aunque aqui pidamos que sea 1 médulo 3.
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A que manda g a wp_1 = er=1 dado cualquier otro caracter x, mandard g a un elemento a € C luego
dkeZ: a= w];_l =x(g)=a= w;f_l = \g)* = N(g).

Luego el grupo de caracteres también es ciclico asi que es isomorfo a F;, el grupo ciclico de orden p — 1. Este
isomorfismo, hom(]F;n,(CX) = ]F;n, es cierto en general para cuerpos finitos.
De momento usaremos A para referirnos a un caracter que manda un generador a w,—1. A(a) # 1si a # 1.

Nos sera conveniente extender los caracteres a funciones x : F, — C de la siguiente forma:

_J 1 six=¢
X(O){ 0 sixy#e

Proposicion 3.11.

v S - {0

a€l,
1 sia=0
2) Zx(a): p sia=1
X 0 sia#0,1

Demostracion. Para la primera propiedad, si y = e:

Zs(a)221:p

a€l, a€lF,

Six#e,3beFy: x(b)# 1, por tanto:

X(0) D x(a) = D>~ x(ba) = Y~ x(a) = (x(b) =1) Y x(a) =0

a€lFy a€lfy a€lFy a€lFy,

Como x(b) # 1 deducimos que ZaeFP x(a) = 0.
Vamos a la segunda propiedad:

Si a = 0 usamos el convenio y es directo.

Sia =1 x(a) =1 para todo caracter Y.

Sia # 0,1 se tiene que A(a) # 1 luego

Ma) Y- x(a) =D (A)(a) =) x(a) = (AMa)=1) Y x(a) =0
Igual que antes, como A(a) # 1 deducimos que - x(a) = 0. O

Definicién 3.12 (Suma de Gauss). Dado a € F, se define, una suma de Gauss es g, : hom(F;,C) — C
definida por

ga(X) =Y x(£)&*

27i

donde { :=w, =¢e » .

Denotamos por g := g;.
Si x = € entonces

wb) =S e =Y er={ o7

t t

Si tomamos y = () la imagen de F es {—1,1}.
p

ga(x) = Zt: <;> ¢
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Esto es lo que Gauss usé para demostrar la reciprocidad cuadratica.
Veamos qué pasa si tomamos y = (7) € hom(F 7, C*) con N(m) = p primo en Z, p =3 1. Sabemos que
m/3
hay N(m) — 1 caracteres distintos. Pero 3 divide a N(7) — 1. Tomamos médulo 3 en la imagen de y. De esta
forma podemos trabajar con 3 caracteres: €, Y, x>.

Veamos que x? = (:) :
3

a0
a N -1 p—1 __ p—1 _gp—t a\ 2 9
—) =xa 3 S a3 =pa 8 =pa 3 = (=) =x(a)
T/ 3 w/3

Ya nos centraremos en usar las propiedades de los caracteres con el simbolo ciibico. De momento sigamos
trabajando con sumas de Gauss.

Proposicion 3.13. Propiedades con la suma de Gauss:
1) ga(x) = x(a™")g(x), a#0.

2) ga(g):O, a#0.
3) go(x) =0, x#e.
4) go(e) =p

Demostracion. No sé por qué las demostramos al revés.

4) go(e) = ;5(1?)5(” Z (t)=p

3) go(x) = Lx(t)¢™ = ZX( ) =0, pues x # .

2) gale) = ;E(f)fat ;E‘” ;ﬁt =0 pues a # 0.

1) x(a)ga(x) = x(a) ;X(t)ﬁ‘“ = ;X(at)f‘” = ;x(t)é“t = g(x) pues a # 0. Ahora, como x(a)~' = x"'(a)
pasamos al otro lado x(a) y se tiene gq(x) = X(a;l)g(x). O

Proposiciéon 3.14. Si x # ¢, entonces

l9()| = v/p.

Demostracion. Esto es equivalente a ver que g(x)g(x) = p. Calculemos la siguiente suma de dos formas
distintas:

Z 9a(X)9a(

Ahora la calculamos:

S0 = X (Za0e) (106 = 5 oo = Daio (S e

a,T,y

=Y x(aHgl)x(aNgl) =D x(1g()g00) = Y 90)9(x) = (0 — DIg(x)I?

a#0 a#0 a#0

Six #, vy, £*7Y es una raiz de la unidad distinta de 1, asi que al variar a y sumar obtendremos 0. Por tanto

> 9a(0)9a(0) ZX (Zé” y)> Zx (ZE“(“" y) ZPZX(w)@:

a

pr =p Y x@)x@) +p(x(0)x(0) =p Y x(=)x(x) " =p(p—1)

zZ0 zZ0

Igualamos ambas expresiones:

p—Dlg)P=plp-1) < g =p.

Se define X(a) := x(a) = x(a)~* = x(a~!) = x"!(a). Las tltimas igualdades se dan si a # 0. € = ¢.
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Proposicién 3.15. Se cumple que:

Demostracion.

Corolario 3.16.

Demostracién. Como p = g(x)g(x) = g(x)x(—1)g(xX) luego x(—1)x(—=1) =1 = x(-1)p = g(x)g(X) O

Definicién 3.17 (Sumas de Jacobi). Sean x, A € hom(F)’, C*), se define una suma de Jacobi J : hom(F),C*)* —
C tal que

TN = > x(@Ab)eC

a+b=1

Proposicién 3.18. Sean x, A € hom(IF 5, C*) caracteres # ¢ y supongamos que xA # ¢. Entonces:
1) J(e,e) = p

2) J(e,x) =
3) (X, ):(?(ck() 1),
1) J(x, ) = 2990
Demostracion.
1. J(e,e)= > ela)ed)= >, 1=p
a+b=1 a+b=1
2. J(e,x) = > x(b)=0pues x #ec.
a+b=1
3J06x ) = 2 xax ) = ¥ x@xt ) = ¥ x(3) = X x(%) Seac= 1. Se tiene
a+b=1 a+b=1 a+b=1 a#1
b0 b0
entonces que
=2 < (l-a)c=a & =
1—a c+1

Es decir, a y c estan en una correspondencia biyectiva ya que ¢ no estéd definida para a = 1 y si intentamos
obtener 1 a partir de ¢ llegamos a un absurdo: 1 = % < c¢+1=c¢ < 1= 0. De esta forma podemos

c+1
poner que
EE:
X 1

2) = X w0 =x-1)
a#1l

Esta ltima igualdad se debe a que > x(c) = 0 luego

Y x(e) = x(e) = x(=1) = —x(-1).

c#—1

4. Desarrollamos el numerador

DRCITLE 3p 3R

t xty=t

Sit =0 tenemos que Y, x(x)A(y) = gx(m))\(—x) = A1) gx(m))\(x) = A1) %:(X)\)(x) =0.

z+y=0
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Sea ahora ¢ fijononulo, entonces Y. x(x)A(y)= >  x@)Ay)=0NE) > x(z/H)Ay/t) =
r+y=t z/t+y/t=1 z/t+y/t=1
(A (®)T(x, A) Asf que

909N =D D x@AWE = TN Y (A ®)E

t zty=t t#£0

Como x\ # € se tiene

909N =T A) ) OB = T06A) DN BE = T(x Ng(Ax).-
t#£0 t

y por podemos pasar g(Ax) dividiendo.

O
Corolario 3.19. Con x, A caracteres y x, A\, XA # ¢ :
TGN = vp
Demostracion. Es consecuencia directa de [3.14)y de 318 O
Proposicién 3.20. Sea x € hom(F,C*) caracter con |x| =3 (ergo, x> = x~') y p =3 1. Entonces
9(x)* = pJ (x,x)
Demostracion.
9(x)° = 9(x)*9(x) = J(x. )9 (x*)g(x) = J(x. )9 (X)g(x) = J (x, X)x(~1)p.
Ademis, x(—1) = x((-1)3) = (x®)(—=1) = (1) = 1, por tanto tenemos el resultado. O

3.4 La ley de reciprocidad cuibica

Dedicaremos esta secciéon a probar la ley de reciprocidad cibica:

Teorema 3.21 (Ley de reciprocidad cibica). Sean m, 7’ € Z|w] irreducibles primarios distintos de A.

EIll onces:
( 7 ) - 7 3
!/ 3

Podemos ignorar el caso m = 7/, que es trivial.

Sea xr = (7) , p =T siendo 7, T primos primarios en Z[w].
w3

Lema 3.22. J(Xrz, Xr) =T

Demostracion.

J(X‘IT?X‘IT) = Z X‘ﬂ'(a)Xﬂ'(b) € Z[w]
a+b=1

As{ que existen enteros a, b tales que J(xx, Xx) = @ + bw.
Sabemos también que J (X, Xa)J (Xrs Xa) = N(J Xy Xx)) = \/132 = p = 7. Veamos que estos primos son
primarios:

3
I (Xs X)) =3 9T (Xes X)) = 9(X)” = (Z Xw(t)ft> =5 ) xx(1)%¢* =) () =-1=52

t£0
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Por tanto, como J (X, Xx)J (Xx, Xx) = 77 y todos los primos que aparecen ahi son primarios, tenemos que o
bien J(xx,Xx) = ™ 0 bien J(xx, xx) = 7. Para ver que el caso que se cumple es el primero, basta ver que
J (X, Xx)|m. Pero

T(xtmxn) = > xa(@xx(d) =D xe(Oxa(1=1) =2 D47 (1=1)F = apt™ +... + agnt?™ =

a+b=1 t

-1
amZtm +... -lemZ:tQ’”7 siendo m = pT
¢ ¢
Veamos que si j estd entre m y 2m (en concreto 1 < j < p), entonces >, 4, 7 =, 0.

Recordemos que los elementos en [F; no nulos se expresan como g’; con 0 < k < p—2donde g, es un generador.
Asi que

p—2
d =Y (g =0
t£0 k=0

Asi que T serfa congruente con 0 médulo 7, luego 7|7 y esto no tiene sentido.

Por el lema anterior y

Corolario 3.23.

9(xx)* =pr O
Demostracion de la ley de reciprocidad cibica. Se tienen varios casos, si q1,qe € Z con q; =3 g2 =3 2 es trivial
pues todo entero es residuo cibico médulo p primo con p =3 2. Ahora veamos qué pasa si tenemos p =3 1 y
q =3 2 primos en Z

Calculemos
-1

g = (om) T =4 xq(pm) = Xg(7)

Luego g()(,r)q2 =, Xq(M)g(xx). A su vez,

2

9<X7T>q2 = (Z er(t)gt> =q ZXW(t)q2§q2t

t

. Ademés, como x,(t)? = 1y ¢*> =3 1, tenemos que )(77(15)‘3’2 = xx(t), ergo por la ecuacién anterior:

2

I(X)" = gq2(Xr)-

2 -2
Usando B.13] tenemos que 9(xx)7" = xx(472)9(xx) = xx(0)9(xx), donde xx(472) = xx(g) ya que " es un
cubo. Usando esta ultima igualdad y la segunda que deducimos, tenemos que

X (2)9(Xx) =¢ Xq(T)g(Xr)-

Como g(xr) tiene médulo /p, es coprimo con ¢, por tanto es una unidad en Z[w]/(¢), y podemos cancelarlo
en la anterior igualdad:

X (4) =q Xq(m)-
Por tanto x(q) = x4(7), como querfamos.

Vamos al caso, m1,m9 € Z con |71| = p1, |m2| = p2 con p; =3 pa =3 1. El objetivo es obtener las 3 siguientes
igualdades:

X1 (P3) = Xra (P171) (3.1)
X (p%) = Xm; (pgﬂ'g) (32)
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X1 (P3) = X, (P2)- (3.3)

La primera igualdad se puede obtener partiendo de la igualdad g(X7§)3 = p171, elevando ambos lados
a NMme=l — % y tomando congruencias médulo s, luego se puede obtener la igualdad con un desarrollo
similar al del caso anterior. La segunda igualdad también se puede obtener de esa forma. La tercera igualdad

se obtiene de que

X1 (p3) = X7 (2)* = X7 (P2) = X, (P2),

donde la dltima igualdad se obtiene de que la igualdad péNm_l)/ 3 =, X (p2) da lugar, tomando conjugados,

. Nm1—1)/3 N71—1)/3 Nm1—1)/3
a la igualdad pé -/ = X (D2), por tanto xm(p2) == pg -1/ = pé 11/ = Xy (D2), ergo
X7r(P2) = Xy (P2)-

Teniendo las tres igualdades en cuenta podemos construir la siguiente cadena:

Xy (72) Xra (P1TT) =" X, (m2) X7 (93) =" Xy (72) Xy (D2) = Xy (T202) =2 Xra (P]) = X (P1T1TT) = X (1) Xora (P1771)

Podemos tachar y nos queda X, (m2) = X, (71), como querfamos.
O

3.5 Algunos problemas resueltos

Problema 3.1. Ver que 23 =2 méd p, con p =3 1, tiene solucién < Ir= =5 méd6 y p = 7r.

Solucion. Sim =5 mdd6, 7 serd primario, por tanto podemos asumir que 7 es un divisor irreducible primario
de p. Ademss, la ecuacién 2 = 2 méd p tiene soluciones en z sii < = 1 por|3.4{ por tanto basta demostrar
0
3

lo siguiente:

2
Sea m ¢ Z irreducible primario, entonces <> =1sii 7 =5 mbd6.
3

0
. . . - 2 7T 2 .
Pero esto es directo, porque por reciprocidad ciibica | — | = (5) =gmergo | —| =1lsiimT=21.Y,
T/ 3 T/
como sabemos que m =3 2, T =5 1 equivale a 7 = 5 m6d 6 (esto se ve expresando m = a + bw y viendo que
ambas cosas equivalen a a =¢ 5 y b =g 0). O

Problema 3.2. Ver que si p =3 1, 3 = 2 mdd p tiene solucién < p = ¢ + 27d>.

Solucion. = Six® =2 médp, por el ejercicio anterior 7 = 5 méd 6, siendo 7 primario con N7 = p. Entonces,

T =a+ bw, con a =g 5,b =¢ 0. Ergo, llamando ¢ = QQT_I’ yd= g:

=2 4+ 27d?,

b= Nr= (2a — b)? + 3b2 _ (2¢)? + 3(6d)?
4

4
como queriamos.

< p=c?+27d*> = N(c+3dv/-3) = N((c+ 3d) + w(6d)). De modo que, por el ejercicio anterior, nos vale
con que haya un asociado de (¢ + 3d) + w(6d) de la forma a + bw, con a =g 5,b =¢ 0. Pensando ahora en la

ecuacién médulo 6
P =6 62 =+ 27d2

es facil ver mirando residuos cuadraticos que hay dos tipos de soluciones: d es par y c es +1, y d es impar, ¢
es £2. Es directo comprobar que en cada uno de estos cuatro casos, o bien el propio (¢ + 3d) + w(6d) o su
opuesto —(c + 3d) — w(6d) son de la forma a + bw, con a =¢ 5,b =¢ 0, por tanto hemos acabado. O

Cap 5 Ejercicios 1-28 buena seleccién del Ireland Rosen.
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Capitulo 4

Anillos de enteros

4.1 Numeros algebraicos y enteros algebraicos

En teoria algebraica de nimeros trabajaremos con cuerpos de nimeros:

Definicién 4.1. Se dice que K es un cuerpo de numeros si K es cuerpo y:
1)QCc K cC.
2) dimg K es finita.

Recordemos algo de notacién sobre teoria de Galois.
Dada una extensién de cuerpos K C L, llamamos [L : K] a la dimensién de L como espacio vectorial sobre
K, y lamamos K (a) al menor subcuerpo de L que contiene a K y «. En concreto, si a € C, Q(«) serd el
p(e)

conjunto de elementos de la forma OL donde p, g € Q[z] con ¢(«) # 0.

Llamaremos Q al cierre algebraico de Q en C, es decir, los elementos de C que son raices de algtin polinomio
de Q[z]. Q es un cuerpo numerable (ya que hay numerables polinomios en Q[z] y cada uno tiene finitas raices).
Q contiene a todas las extensiones algebraicas de Q en C.

Si «v es algebraico sobre K, llamamos ming («) al polinomio ménico de K[z] de grado minimo que se anula
en .

Teorema 4.2 (Teorema del elemento primitivo). Si K es un cuerpo de nimeros, entonces K = Q(«a) para
cierto a € K.

Demostracion. En Teoria de Galois se estudia que toda extension finita separable de cuerpos estd generada
por un solo elemento, esto es un caso concreto. O

Definicién 4.3. Definimos el conjunto de enteros algebraicos, A, como el conjunto de niimeros complejos que
son raiz de algiun polinomio ménico con coeficientes en Z:

A:={aeC: h(a) =0, h € Z[X], h ménico}.

Lema 4.4. Sea a € C. Entonces a € A si y solo si existe 0 2 W <4 C (es decir, W subgrupo aditivo de C)
finitamente generado tal que aWW C W.

Demostracion. < Llamamos aq, ..., a, a un conjunto de generadores de W. Ahora, como aW C W existen

a;; coeficientes enteros tales que ac; = Y .- | a;;a;. Llamando M a la matriz (a;;) de coeficientes enteros, y,
. . n z

si dado un vector v de n coeficientes enteros llamamos k(v) al entero )" ; v;a;, entonces por cémo hemos

definido a;; tendremos que, dado un vector v,

ak(v) = k(Mv).
Y asi, por induccién sobre n, vemos que a"k(v) = k(M™v). De aqui es directo deducir que para cualquier

polinomio p € Z[z], tendremos que p(a)k(v) = k(p(M)v).
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Ya casi hemos acabado, porque, llamando p al polinomio caracteristico de la matriz M, tenemos que
p(M) =0y p es ménico de coeficientes enteros. Por tanto, p(a)k(v) = k(p(M)v) = k(0) = 0. Esto se cumple
para todo v, por tanto p(a)W = 0, es decir, p(«) = 0, y hemos acabado.

= Si a € A, hay p € Z[z] ménico con p(a) = 0, de grado n. En este caso, cogemos W como el conjunto
de elementos de la forma g(«), con g € Z[z]. Estd claro que es un subgrupo aditivo. Adem4s, estard generado
por 1,a,...,a" ! ya que dado cualquier ¢ € Z[z], al ser p ménico podemos hacer divisién euclidea y habra c
y ¢ tales que ¢ = rp+¢’, con ¢’ de grado < n. Asi que q(a) = ¢'(a), y ¢'(«) estd en el subgrupo generado por
1L,a,...,a” . O sea que todo W estd generado por 1,q,...,a" L. Por dltimo, es obvio que aW C W. O

Proposicion 4.5. A es un dominio de integridad, con cuerpo de fracciones Q.

Demostracion. Sean wy,ws en A, cogemos W7, Wy subgrupos aditivos finitamente generados tales que w; Wy C
Wiy walWo C Wa.

Si W1 generado por ai,...,a, y Wy generado por by,...,b,,, cogemos W subgrupo aditivo generado
por azb;, con ¢ = 1,...,n;7 = 1,...,m. Entonces es facil ver que w,W C W y woW C W, por tanto
(w1 + w)W CunW 4+ waW C W (por ser W subgrupo aditivo) y wiweW = wq(waW) C wyW C W. Por
tanto, wy + we y wiwe € A. Como —1 € A, tenemos que —w; € A, ergo A es un anillo. Obviamente es un
dominio de integridad, ya que es un subanillo de C, y su cuerpo de fracciones estd contenido en Q ya que
ACQ.

Para ver que su cuerpo de fracciones es de hecho Q, veamos que cualquier elemento de Q se puede expresar
como %, siendo a € A y b € Z. Ya que si a € Q, entonces hay un polinomio p(z) = Y"1 | k;z’ € Z[z] que se

b o
anula en a. Pero entonces, g(x) = >, ki(kn)" ‘2" se anula en k,a. Todos los coeficientes de este polinomio

son multiplos de k,,, por tanto % es un polinomio monico en coeficientes enteros que se anula en k,a. Es
:

3
decir, ak, es entero algebraico, y ya tenemos a como cociente de un entero algebraico y un entero. O

Definicién 4.6. Dado un cuerpo de ntimeros K, llamamos O = AN K, los elementos de K que son enteros
algebraicos.

Teorema 4.7. « € A siy solo si ming(«) tiene coeficientes enteros.

Demostracion. < es obvia. Si « € A y p es ménico en Z|x] tal que p(«) = 0, entonces los divisores irreducibles
de p en Z[z] son mdnicos, y alguno de ellos, que llamamos ¢, cumple que g(a) = 0. Ahora bien, como ¢ es
irreducible en Z[z], por el lema de Gauss también es irreducible en Q[x], por tanto de hecho ¢ es ming(«), y
tiene coeficientes enteros. O

Ejemplo 4.8. Og = Z. Esto estd claro ya que, por la proposicién anterior, cualquier elemento de Oq es raiz
de un polinomio ménico de Z[z] de grado 1, x — a, por tanto es el entero a.

Ejemplo 4.9. Oqp; = Z[i]. Veamos por qué. Tenemos una extensiéon de Q de grado 2, por tanto todo
elemento de Q[i] tiene polinomio minimo de grado < 2. En concreto, todo elemento de Og se anula en un
polinomio ménico de grado < 2. Es decir, dado un elemento r + si € Og, tendremos que

(r+ si)? + a1 (r + si) +ag = 0, con ag,a; € Z.
Es decir, 12 = s> +air +ap =0y 2rs +a;s = s(2r + ay) = 0. De la segunda ecuacién hay dos opciones:

e s =0. Entonces de la primera ecuacién, 2 + a7 +ap = 0, y como r € Q, 7 es entero por ser raiz de un
polinomio ménico.

—aq
2

452 € 7Z, asi que s serd de la forma %, con b entero. Entonces la ecuacién —4s% — a? + 4ag = 0 se
transforma en —b? — a? + 4ag = 0, y médulo 4 vemos que b y a; tienen que ser pares pues 0 es el tinico
residuo cuadratico a médulo 4 tal que —a es residuo cuadrético. por tanto s es entero. De modo que,
como r es racional cumple la ecuacién 72 — s2 + ay7 + ag = 0, ménica en r y de coeficientes enteros, r
es entero.

e s # 0. Entonces, r = . Operando la primera ecuacién, queda que —4s? — a? + 4ag = 0. Por tanto
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Ejemplo 4.10. Sea K un cuerpo cuadrético (extensién de grado 2), K = Q(a), donde a®> € Q y a ¢ Q.

Podemos suponer que o entero libre de cuadrados, multiplicando « si no por un racional adecuado (esto no

cambia Q[a]) Veamos quién es Of. Un elemento de K, ag + a1, tendrd polinomio minimo (z — ag)? — aa?,

es decir, 2 — 2agx + a3 — a?a?. Necesitamos que este polinomio tenga coeficientes ente;ros, es decir, que —2ag
2.2 0

y a§ — afa? sean enteros. Esto implica que 2ag y 4afo® son enteros. Llamamos ag = %, con b entero. Como

4a%a? es entero y « es libre de cuadrados, el tinico entero que puede dividir al denominador de a; es 2, ya que

si no 4a3a? tendrfa denominador > 1 en su forma irreducible. Por tanto también podemos llamar a; = %1.

Ahora, como a2 — a3a? es entero, tendremos que b3 — b7a? es multiplo de 4. Esto da lugar a varios casos:
e by y by son pares, y ag, a1 enteros.
e by y by son impares, en cuyo caso médulo 4 vemos que a? =4 1.

e by par y by impar, pero en este caso el numerador de o no serfa libre de cuadrados, ya que serfa =4 0.
Por tanto este caso es descartable. b; impar, by par se descarta directamente usando médulo 4.

Es fécil comprobar que los dos casos posibles (by y by tienen la misma paridad) dan lugar de hecho a enteros
algebraicos, ya que su polinomio minimo tiene coeficientes enteros, por tanto hemos deducido la siguiente
proposicién:

Proposiciéon 4.11. Sea el cuerpo cuadratico K = Q[\/&], con d € Z libre de cuadrados. Entonces Ok sera:
o {a+bVd;a,bc Z} =Z[Vd], sid#4 1.

e Z[VdlU {%ﬁ; a,b impares} = Z[1+2‘/3], sid=y4 1.

En el primer caso, {1,V/d} es una base de Z[v/d] como Z-médulo, y en el segundo caso, {1, 1+2\/E} es base de
Z[M/4] como Z-médulo. O
Ejemplo 4.12. El ejemplo [£.9]es un corolario de este teorema en el caso d = —1. Poniendo d = —3, tenemos
que Og /=3 = Z[—w?) = Z|w].

En el caso de cuerpos cibicos (dimensién 3) sobre Q, la cosa se complica. Incluso en el ejemplo sencillo
K = Q[+¥/2], donde se cumplird que Oy = Z[4/2], si lo intentamos comprobar de forma similar al ejemplo
los céalculos se vuelven muy complicados. De modo que nos serd 1til desarrollar herramientas mas generales.

4.2 Normas y trazas

Sea K un cuerpo de nimeros, sea « € K. Entonces, recordemos que K tiene estructura de espacio vectorial
sobre @, por tanto « induce una aplicaciéon Q-lineal, A, : K — K;xz — ax. A\, es un endomorfismo de K
como Q-espacio vectorial, y si A # 0 es un automorfismo.

Definicién 4.13.
Llamamos norma de o a Ngg(a) = det(Aq).
Llamamos traza de a a Trg /g(a) = tr(Aa).

Estos conceptos estdn bien definidos, ya que recordemos que la traza y determinante son caracteristicas de
una aplicacién que no dependen de en qué base la expresemos. Nuestras aplicaciones Ng,q y Tri g van de
K en Q. Se cumplen estas propiedades:

Proposicién 4.14. (Propiedades de norma y traza) Sean oy, as € K, a € Q.
1) Ng/g(a) = a™, donde n es el grado de la extension Q C K.
2) NK/@(alozz) = NK/@(al)NK/Q(ag).
3) Trgglar + az) = Trg g(ar) + Trg g(az).
4) Trgg(aar) = aTrg g(ar).
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5) NK/Q(aal) = a”NK/@(al).
Demostracion.
1. Se cumple ya que A, tiene por matriz al, donde I es la identidad.

2. Se cumple ya que Mg, a0y, = Aay © Aa,, POr tanto el determinante de Ay, q, €s el producto de los determi-
nantes de Aoy ¥ Aas-

3. Traza de la suma de dos matrices es la suma de las trazas.

4. Es directo teniendo en cuenta que si Ay, tiene asociada una matriz M en cierta base, Ao, tiene matriz
aM.

5. Se sigue de 1y 2.

Un resumen de lo anterior es que Ng /g € hom(K*,Q*) y Trg /g € homg (K, Q).

Pasamos a estudiar formas de calcular la norma de un elemento o € K. Sea 3 tal que K = Q[3]. Llamamos
n al grado de K sobre Q y m al grado de Q[a] sobre Q y d al grado de K sobre Q[a], de forma que n = md.
Entonces, tenemos que:

m=1) es una base de Q[a] como Q-espacio vectorial.

e (L,a,...,«
e (1,8,...,8% 1) es una base de K como Q[a]-espacio vectorial.

Por tanto, los productos dos a dos de los elementos de dichas bases, es decir, B = (aiﬂj)i:()"“’mfl;j:lw,’dfl,
es una base de K como Q-espacio vectorial. En concreto, ordenamos B de la siguiente forma:

Bo B Ba-1

) ,—1 d—1 pd—1 d—1_m—1
B=(1,a,...,a™ ", 8,Ba,...,0a™ .. B, B ey, BT

Aqui, para cada elemento a de B; se cumple que aa es combinacién de los elementos de B;, por tanto la
matriz M de A, serd una matriz diagonal por bloques, cada bloque M; correspondiente a un Bj:

My 0 .- 0 0
0 My --- 0 0
M= : (4.1)
0 0 - My 0
0 0o .- 0 Mg_q

Esto va a hacer mas fécil el célculo del determinante. Veamos cémo exactamente serd cada M;.

Llamamos f = ap + a1z + - - + a,» 2™ al polinomio minimo de a. Entonces, como los elementos de B; son
de forma 37a’, tendremos que, si i estd entre 0 y m — 2, a(f/al) = flaitt ysii =m —1, a(fla™ - 1) =
Bla™m = Zﬁgl —a;/3 . Resumiendo:

0 0 0 —ag
1 0 0 —aq
M, = o1 --- 0 —as
o o0 --- 1 —Am—1
Es decir, su determinante es (—1)"™ag. Pero, a su vez, llamando ay, ..., a,, a las raices de f, tenemos que ag,

el término independiente de f, es (—1)" ], a;. Por tanto, el determinante del bloque asociado a B; serd
[T, ;. Multiplicando el determinante de todos los bloques, tenemos que:
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Proposicién 4.15. Sea a € K, con K cuerpo de nimeros. Sea m el grado de la extensién Q[a]/Q, d el grado

de la extensién K/Q[a] y sean ayq, ..., au, las raices (en C) de ming(a). Entonces,

Ni/gla (H az) ;
Equivalentemente, Nk ,g(a) = (—1)"a}, donde ming(a) = ™ + am—12™ * + -+ + ap. En concreto, si
K = Qla], Ngjaj/o(@) = (=1)"ao. O

Para dar otra versién del teorema, repasamos algo més de teoria de Galois. Dado o € K, con K cuerpo
de nimeros y Q[a]/Q de grado m, tenemos que cualquier homomorfismo de anillos o : Q[a] — C cumplird
que ¢|g = Idg, y entonces o solo depende de la imagen de «. Las posibles imégenes de « son las raices del
polinomio minimo de «, es decir, aq,...,q,,, por tanto hay exactamente m homomorfismos o : Q[a] — C.
Los llamamos o; : Q[a] — C, con o;(a) = ;. De forma similar, si llamamos n a [K : Q] (el grado de K
sobre Q), habra n inmersiones (homomorfismos inyectivos) 7; : K — C, y de hecho se cumplira que para cada
0; : Qa] = C hay d = 7= homomorfismos 7 con 7|g[4] = 0;. Por tanto, si 7; son los homomorfismos de K en
C, en Hj 7; () aparece d veces cada una de las raices a1, ..., .

Teniendo en cuenta esta discusién podemos dar una reformulacién del teorema anterior:

Proposicién 4.16. Sea o € K, con K cuerpo de nimeros de dimensién n sobre Q. Sean 7; : K — C los
homomorfismos de K en C. Entonces,

NK/Q HT]

O

Para calcular la traza de un elemento o € K, hacemos lo mismo: Volviendo a la matriz M de[4.1] tenemos
que Tr(a) = Tr(M) = Zd : Tr(M;) = —dapm—1. A su vez, ap,—1 es el segundo coeficiente de mayor grado de
ming(a) = [T, (z — a;), por tanto a,—1 = — Y+, a;. Por tanto, Tr(a) = d (3°1", o). Podemos reformular
el teorema como antes, ya que cada «; aparece d veces como 7;(c), donde los 7; son los homomorfismos de K
en C. Enunciamos las dos formulaciones:

Proposicién 4.17. Sea o € K, con K cuerpo de niimeros. Sea m el grado de la extensién Q[a]/Q, d el grado
de la extensién K/Q[a] y sean oy, ..., oy, las raices (en C) de ming(c). Entonces,

T\I‘K/Q =d <Z az) = _damfh

ming(a) = 2™ + am_12™ " + -+ 4 ag. En concreto, si K = Q[a], Trgpj/o(@) = —am—1.
Equivalentemente, sean 7; : K — C los homomorfismos de K en C. Entonces,

TI‘K/Q ZTJ
j=1

Corolario 4.18. Si a € K es un entero algebraico, entonces Nk g(a) y Trg/g(c) son enteros.

Demostracion. Si « es entero algebraico, ming(a) = 2™ + ap—12™ 71 + -+ - + ag tiene coeficientes enteros. Por
tanto, en la notacién de los teoremas anteriores, N g(a) = (—1)"al y Try g() = —day,—1 son nimeros
enteros. ]

El reciproco del anterior teorema es falso. Por ejemplo, si a es una raiz de 23 + 22 + 3 + 1, entonces «
tiene traza y norma enteras, pero su polinomio minimo no tiene coeficientes enteros, o sea que no es un entero
algebraico.
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Cuando hablemos de la norma o traza de un elemento o (N (), Tr(a)) sin especificar el cuerpo, normal-
mente nos referiremos a en el cuerpo K = Q[a]. Es un buen ejercicio calcular con todos los criterios de las
proposiciones anteriores la norma y traza de w (N (w) = 1, Tr(w) = —1), veremos una generalizacién de ello en
breve. En Q[w] y Q[i], y en general en cualquier cuerpo cuadratico no contenido en R, los inicos dos homo-
morfismos de K sobre C seran la identidad y la conjugacién. Por tanto, por tendremos que N(z) = 27,
es decir, en esos cuerpos la norma coincide con la norma habitual de C. También tendremos en esos cuerpos
que Tr(z) = z + T = 2Re(x).

Ejemplo 4.19. Sea K = Q[v/d] con v/d ¢ Q. Calculemos N(a +bVd) = (a+bvd)(a — bV/d) = a® — db*. Pues
tenemos dos inmersiones, la identidad y mandar v/d a —v/d.

Si d < 0 la se tiene que N(a) = |a|?, es decir, la norma como la hemos definido en este capitulo hace a K un
dominio euclideo. Sin embargo, si d > 0, a? — db? puede no ser positivo, o sea que no tenemos por qué tener
un dominio euclideo. Podemos intentar tomar el valor absoluto de la norma, |N(«)|, a ver si eso sirve para
tener un dominio euclideo, pero veremos mas adelante que esto da problemas.

Ejemplo 4.20. Consideremos la norma N (a+ba+ca?), a,b,c € Q con a® =2y Q(a)/Q. Visto como espacio
vectorial tenemos por ejemplo la base B = {1, o, a?}. Construimos la matriz poniendo en la primera columna
las coordenadas respecto de la base. En el resto de elementos a! ponemos aal~'. De esta forma se tiene que:

a 2c 2b a 2c 2b
zr=|b a 2 |=N@=|b a 2c|=a>+2b>+4c®—6abc, T(x)=3a
c b a c b a

También podemos ver la traza teniendo en cuenta que ming(a) = z® — 2, ming(a?) = 2z® — 3 no tienen
elemento cuadrético y, por defecto, la traza de un ntmero a serd 1 :

T(x) = aT(1) 4+ bT(a) + cT(a?) = 3a + b0 +c0 = 3a € Z

4.3 Enteros algebraicos de los cuerpos ciclotémicos

2mi
Calcularemos todos los enteros algebraicos en estos cuerpos. Sea w = w), := e » con p € Z primo. Considere-
mos K := Q(w). ming(w) = 2P~ + -+ 4+ x + 1, cuyas rafces son las rafces p-ésimas primitivas de la unidad,

w,w?,...,wP™, Llamamos a este polinomio ®,,, el polinomio ciclotémico de orden p:
p—1
k=1
Como @, tiene grado p — 1, [K : Q] = p — 1 y tenemos que {1,w,...,wP~?} es una base de K como espacio

vectorial sobre Q. Como todas las raices de ming(w) estdn en Q[w], tenemos que Q[w] es el cuerpo de
descomposicién sobre Q del polinomio 2P~! 4 --- + z 4 1, por tanto es una extensién de Galois sobre Q.
A continuacién queremos probar que Ok = Z|w|. Primero introducimos algo de notacién y hechos de Z|w].

Proposicién 4.21. Sea w raiz primitiva p-ésima de la unidad, con p primo impar, y sea A = 1 —w. Entonces,
A es un entero algebraico, y en Q(w)/Q:

1. Nw)=1
2. Tr(w) = -1
3. Tr(\) = N(\) = p
4. MANZ =pZ
Demostracion. Por un lado N(w) = ... = N(wP™!) = = T(wP™!) =

(—1)P7tag = 1. Para la traza T'(w)
—ap—o = —1. Calculamos ahora T'(\) = T(l)—T( )=p—1-(-1)=p.N(A)=N(1-w) =
N(w —1). Denotemos por y := w — 1, se tiene

(1PN (o-1) =

(y+1)P '+ 4+ (y+1)+1=0
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El polinomio anterior es irreducible (ya que el ciclotémico lo es), estd en Z[z], por tanto A es algebraico, y su
término independiente es by = p luego N(A) =p =01(A)...0p—1(A) donde cada oy, es una inmersién de K en
C*. Es decir, p=AXy...A,_1,donde \; =1 — w* = \By, con B = Zj:é w € R.

Vamos a ver que se cumplird que AANZ = pZ. El contenido D es directo: p € AA ya que p = Aa... Ap_1,
y A; son enteros algebraicos. El otro contenido se da porque el ideal pZ es maximal y si suponemos que
M NZ = Z tendriamos que 1 € MA = 1 =AF con 8 € A= 1= NA)N(B) =pm, m € Z lo cual es

imposible. O
Proposicién 4.22. Sea w rafz primitiva p-ésima de la unidad, sean K = Qw]y o = ag+ajw+...+ap_swP™2 €
Q(w), ar € Q. Entonces @ € Ox < ay,a1,...,a,—2 € Z. Es decir,

Ok = Z[w].

Demostracion. <) es inmediata al estar w € Og. Veamos =) :
Como « es entero algebraico se tiene que T'(Aa) € Z. Calculemos la traza

T(Aa) = T(aoA + a1 w + . .. + ap_2 AP 2) = agT(\) + a1 T(A\w) + ... + ap_oT(MwP?) =
=a)T(1 —w) +a1T(w—w?) + ...+ ap_oT(WP™? —wP™1)
Todas las w®, 1 < k < p — 1 tienen la misma traza por luego
T(A\a) = aoT'(1 — w) = pag
Ahora calculamos la traza con inmersiones
T(Aa) = o1(Aa)+...+0p_1(Aa) = Aa+reao+. . .+ Ap_10p_1 = Aa+Abaca+.. .+ ABp_1ap-1 = A3, B € Ok.

Pero, por 4, como T'(Aa) = AB es entero tenemos que es multiplo de p, por tanto pag es miltiplo de p,
por tanto ag € Z.

Ahora, como ag € Z, a € Og = a—ag € Ok. Pero a —ag = w(as +asw + ... +a,_owP™3), w es unidad,
de hecho:

WP o —ag) = wP wlar + asw + ... + ap,gwp_g) =(a1 +aw+...+ ap,gwp_?’) € Ok

Repetimos el argumento para ver que a; € Z y asi sucesivamente. O

4.4 Discriminantes
Sea K cuerpo de nimeros y consideremos la aplicaciéon

B: KxK: — Q
(,8) +— TrglaB)

B es una forma bilineal. Por tanto, fijada una base de K como e.v. sobre Q, la aplicacién define una matriz
A, de forma que si tomamos a como vector horizontal y § como vector vertical,

Trgg(af) = aAp.

Llamaremos a su determinante discriminante de la base.
Es decir, dada R = (a1, ..., qa,) Q-base de K se tiene

Alag, .. an) = |Tr(ag, a5)] € Q

Proposicién 4.23. (Cambio de base) Sea R' = {a},...,a},} otra Q-base de K. Sea P a la matriz de cambio

38



de base de R’ a R y sea A la matriz de B en la base Ry A’ en la base R’. Entonces

A’ = P'AP, por tanto A’ = |A'| = |P|?|A| = |P]*A. O
Corolario 4.24. Si tenemos dos bases (a1,...,an) y (a1, ..., ay), con of = 377, ki ja; y los k; j son enteros,
entonces la matriz P tiene entradas enteras, por tanto |P| es entero (# 0) y por tanto |A’| es el producto de
un cuadrado perfecto y |A|. O

Proposicién 4.25. Si K es un cuerpo de ntimeros con base (aq,...,ay,), la aplicaciéon B : K x K :— Q es
no degenerada, es decir, su matriz tiene determinante no nulo. Sin embargo, si ag, ..., a, son Q-linealmente
dependientes, el determinante |Tr(ay, «;)| serd 0.

Demostracion. Para la primera parte, llamando A a la matriz, basta ver que para cada vector b hay un vector
a con aAb # 0. Cogiendo a = b1, aAb = Tr(b~1b) = Tr(1) # 0.

Para la segunda parte, si a,. ..,y son linealmente dependientes, cumplen una relacién tipo ), a;o; =
0, con los a; no todos nulos. Multiplicando esa igualdad por cierto a; y tomando trazas, tenemos que
> aiTr(cioy) = 0. Como aqui las a; no dependen de j, hemos encontrado una dependencia lineal entre las
columnas de la matriz (Tr(cy, cij)), por tanto su determinante es 0. O

Vamos a ver algunos ejemplos antes de seguir.

Ejemplo 4.26. Sea K = Q[v/d] con vd ¢ Q. Tomemos como base (1,/d), entonces

(1) Te(VA)
A(TWE) Tr(d) >

ming Vd = 2% — d luego
0

[\

2
so[2 0o

Si tomamos por ejemplo d = 1 mdéd4 se tiene que (1, 1+2\/E> sigue siendo una base formada por enteros.

Calculemos el determinante en esta base, Tr((1 + v/d)/2) = 2/2 +0/2 = 1, Tr((1 + Vd)?/4) = Tr(1/4 +
Vd/2+dj4) =1/2+d/2 = (1+d)/2

2 1

A‘ 1 (1+4d)/2

—a

Es decir, en la misma extensién, esta base nos da un discriminante més bajo que la anterior. En general,
buscamos bases que nos den un discriminante minimo. Ya veremos después por qué es importante.

Ejemplo 4.27. Calculemos el discriminante en Q(+/2)/Q de la base (1, a,?) donde a = /2.
Tr(1) Tr(a) Tr(a?)
A= | Tr(a) Tr(a?) Tr(a?)
Tr(a?) Tr(a®) Tr(a?)

Tr(1) = 3, Tr(a) =0, Tr(a?) =0, Tr(a?) =6, Tr(a?) = 2Tr(a) = 0 luego
3 00
A=|0 0 6|=-108
0 6 0

Asi que A = —22.33

Ejemplo 4.28. Sea ahora K = Q(«a), o® = a + 1. ming(a) = 2* — 2 — 1 € Q[z]. El polinomio es irreducible
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pues si no, serfa reducible en Z[z], y no tiene raices en Z.
A= Tr(a) Tr(
2

Calculamos ming(a?) = 2® — 222 + 2 — 1 pues si = o =
=a'=ala+l)=ac’+a, 2*=d*(a*+a)=(a+1) =a’>+2a+1
Asi que
0:x3+)\2x2+)\1x+)\0:a2+2a+1+)\2(a2+a)+)\1a2+)\0 = (1+)\2+)\1)a2+(2+)\2)a+1+)\0:>
A=-1, A1 =1, Ay=-2.
Asf que Tr(1) = 3, Tr(a) =0, Tr(a?) =2, Tr(a3) = Tr(a + 1) = 3, Tr(a?) = Tr(a? + a) = 2

A= =-23

N O W
w N O
N W N

A(l,a,0?) = —23

4.5 Bases de enteros y bases enteras

Definicién 4.29. Decimos que (a1, ..., a,) es una base de enteros de K sobre Q si es una base de K como
espacio vectorial sobre Q formada por enteros algebraicos.

Proposicién 4.30. Todo cuerpo de niimeros K se puede expresar como Q[a], para a entero algebraico. Por
tanto, todo cuerpo de nimeros K tiene una base de enteros.

.. . 1 a4
Demostracion. Para la primera parte, sea a tal que K = Qlal, y sea f(z) = 2™ + >/ $-a’, con a;,b; € Z, su
. . . -1 . . .. [
polinomio minimo sobre Q. Entonces, llamando o = a H?:o b;, el polinomio minimo de « serd f (ﬁ) .
i=0 7t
n—1 n . . . .
[[.=; bi) , que es directo comprobar que tiene coeficientes enteros. Por tanto, a es entero algebraico y

K = Qla] = Qla].

Para la segunda parte, basta coger base 1, ¢, ...,a" L O
Proposicién 4.31. Dada una base de enteros (aq, ..., ay), Alag, ..., ay) € Z\ {0}.

Demostracion. Es directo ya que para todos 4, j, oo, es entero, por tanto Tr(a;, oj) es entero. Ademds, no
es 0 por [£:25] O

Es decir, toda base de enteros tiene discriminante entero. Podemos preguntarnos por aquellas bases de
enteros cuyo discriminante es lo més pequeno posible:

Definicién 4.32. Dada una base de enteros (aq,...,a,), decimos que es una base entera si para cualquier
otra base de enteros (B1,...,0n), |Ala1,...,an)| < |A(B1, .-, Bn)l-

Por habra alguna base entera para todo cuerpo de nimeros K. Ademads, todas las bases de K/Q tienen
discriminante del mismo signo por por tanto todas las bases enteras tendran el mismo discriminante. Asi
que tiene sentido definir el siguiente concepto:

Definicién 4.33. Denotamos dxg = A(aq,...,ayp) siendo {a,...,a,} cualquier base entera.

Vamos a ver una caracterizaciéon importante de las bases enteras: son exactamente las bases de enteros de
K/Q que generan Ok como Z-mdédulo.
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Proposicién 4.34. Una base de enteros (ai,...,a,) es base entera de K si y solo si todo elemento de Ok
es de la forma Z?Zl a;;, con a; € 7.

Demostracion. Si todo elemento de Ok es de forma Z?:l a;a;, entonces para cada base (81,...,5,) de en-
teros, la matriz de cambio de (3;) a («;) tiene coeficientes enteros, por tanto por el discriminante de la
base (3;) serd un entero por el discriminante de la base (a;). O sea que, en efecto, la base («;) tiene minimo
valor absoluto del discriminante.

Reciprocamente, sea (a1, ..., a,) una base de enteros K. Supongamos que hay un elemento o € Ok que

tal que en su expresién aiay + -+ + apay,, con a, € Q, no todos los a, son enteros. Entonces podemos

a o +~~+a’a . . ..
expresar o = —~————=n=" con a; y m enteros y el menor m > 1 posible. Sea ahora p un primo que divide a

m
m, m = pfm*, con p{m*. Entonces hay cierto a; con p{ a’ (ya que si no podriamos simplificar y m no seria
minimo). Suponemos que p { ai, por ejemplo (el resto de casos son similares). Multiplicando por m*p*~1,
tenemos que:

/ /
_ ajar + -+ a o
m*pFla = = n—" con a, enteros.
p
Ahora, como a} no es multiplo de p, habrd af y A enteros con aja; = 1+ Ap. Multiplicando ahora por aj,

tenemos:

1 1+ XMp)ag + - +ajalla, a1+ +ajal,an

a’{m*pk_ a= = + o
p
* !/
Por tanto, como tanto ajm*p*~'a como Aa; son enteros algebraicos, su diferencia, %, serd un
* !’
entero algebraico. Ahora consideramos la base de enteros (W#, ag,. .., ozn). Su matriz de cambio a
la base (aq,...,a,) es la siguiente:
1 0
7,
a,ay
P
M= (4.2)
G o L. 1 0
*p !
@18y S
- 0 0
es decir, tiene determinante < 1. Por tanto por esta nueva base tiene discriminante menor que
(a1,...,ay). Por tanto, a;, no era una base entera, como queriamos. O
Corolario 4.35. Si (a1,...,a,) es una base entera y (f1,...,0,) es otra base de enteros, entonces hay k

entero tal que A(By,...,0n) = k?A(a,...,ap). Ademds, (B1,...,[H,) es base entera sii k2 = 1.
Demostracion. Se deduce de la proposicién anterior y O

Ejemplo 4.36. Retomando el ejemplo tenemos que A(1,a,a?) = —23. Por tanto esta serd una base
entera. Ya que si no, habria una base entera (3i,...,3,) con —23 = k2A(B1,...,B,), siendo k y A(1, o, a?)
enteros, con k > 1. Esto es imposible, por ser 23 primo.

El mismo razonamiento de este ejemplo se generaliza de forma directa:

Proposicién 4.37. Si («a1,...,q,) es una base de enteros de un cuerpo de nimeros K y A(aq,...,q,) €s
libre de cuadrados, entonces (a1, ..., q,) es una base entera.

Y, si observamos la segunda parte de la demostracién de [£:34] hemos descubierto un método para obtener
bases enteras a partir de una base de enteros cualquiera:

Lema 4.38. (Kummer) Dada una base de enteros (aq,...,a,) de un cuerpo de niimeros K, o bien es una
base entera o existen p € Z primo con p?|A(ay, ..., a,), i entre 1y n y enteros 0 < s1,...,5;_1 < p tales que
«  S1a1t+ -+ 81051 oy
o = 161 pz 1G4—1 i c ()KW
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En este tltimo caso, A(aq,...,qi—1,0), Qig1,...,0n) = p%A(al, ceyQp).

Demostracion. En la prueba de[£:34] nuestro p serd el mismo p de la prueba, y el i serd el mayor de los indices
tales que p 1 a; (en la demostracién cogimos ¢ = 1, pero esto puede no ser asi). Podemos suponer que a; =0
para j > i restando si no el entero algebraico %. Los nimeros s; seran los afa; de la prueba, solo que podemos
asegurarnos de que estén entre 0 y p — 1 restandoles un multiplo de p adecuado, ya que eso no afectara a que
o sea entero. O

Ejemplo 4.39. Retomando el ejemplo podemos usar el lema de Kummer para comprobar que, aunque
A(1,a,a?) no es libre de cuadrados, es base entera. Para ello basta comprobar que los elementos o} del
lema no son enteros algebraicos. En el caso p = 2, tales elementos serian %, s HTO‘, %2, HQ‘"Q, O‘EO‘Q, 1+’12+a2.
Se puede comprobar que ninguno de estos nimeros es entero simplemente calculando sus normas y trazas.
Con p = 3, tendremos otros 12 casos y se puede comprobar también que no son enteros (se puede comprobar
mirando las normas de los elementos, usando que N (a+ba+ca?) = a®+2b%+ 4¢3 —6abe), por tanto A(1, a, o?)

es una base entera, y la extensién tiene discriminante —2233.

Definicién 4.40. Se dice que un anillo de enteros R es monogénico cuando tiene una base entera de forma
(1,a,...,a"" 1), para cierto a. Esto equivale a que exista o con R = Z[a].

4.6 Calculo de discriminantes. Aplicaciones

Proposicién 4.41. Sea K cuerpo de nimeros con [K : Q] = n, sean ay,...,a, € K y sean o1,...,0, las
inmersiones de K en C. Entonces,
Alay, ..., a,) = det(o;(ay))?

Demostracion. Llamando A = (t(aya;)) y B = (ok(«;)), entonces A = BB, ya que t(a;o) = Y 1y o)
para todos i, j. Por tanto A(asq,...,a,) = det(A4) = det(B)? = det(o;(a;))% O

Teorema 4.42. (Stickelberger) Sea K un cuerpo de nimeros. Entonces dg es 0 6 1 médulo 4.

Demostracion. Denotamos por A,, al subgrupo alternado del grupo simétrico .S,,. Calculamos el determinante
como suma de productos de permutaciones:

Vi =loi(a;)] = Y [[oilar) = D> [[eilarm)

rEA, i=1 TE€Sn\ Ay i=1

Denotemos por P a la primera suma y por N a la segunda.
Resulta que, dada cualquier o inmersion se tiene que:

o(P+N) = o | Y [[oila-ip+ D, []oilerw)

TEA, i=1 TES\ Ay i=1
n n
= Y Ilekeo)au)+ > []lorooi)arw)
TEA, i=1 TES\A, =1
= Z H oi(ar@y) + Z H oi(ar)) (Cambia el orden de las sumas si o, € S, \ 4y)
TEA, i=1 TES\A, i=1
— P4+N

Con PN vemos de forma similar que o;(PN) = PN.
Como P+ N y PN son invariantes bajo toda inmersién estdn en Q. Ademds por su definicién son enteros
algebraicos (ya que son polinomios en las a;, que son enteros algebraicos) luego estdn en Z. Ahora usemos la
identidad
dgx =(P—N)>=(P+N)>?-4PN €7

Moédulo 4 solo son residuos cuadraticos 0 y 1 asi que dx = 0,1 mdd 4. O
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Proposicién 4.43. Sea K = Q[a] cuerpo de nimeros, con (1, q,...,a" 1) base de K/Q. Entonces

n(n 1)

Al o, ..., a" 1) = (=1) Nio(f' (), donde f = ngn(a).

Otra forma de calcularlo: si a, ..., o, son las raices de ming(«a) en C,
Al a,...,a" 1) = H(aj — a;)?, es decir, el discriminante de ming ().
i<j
Demostracion. _ _ _
AL a,...,a" ) = |oi(@®)? = |oi(@)|* = |(a)’]?

Esto es un determinante de Vandermonde asi que

AL a0 = () = [J(ay — a)? = (-1 ™7 (o — )

i<i i

Fijémonos en que f = ming(a) = [[;—,(z — «;) luego

n n n
Hx—az = f(ax) = [J(ar — )
k=1i=1 i=1
Yk i#k

De esta forma

ALya,...,a" ) = (1) [Jlay — i) = (1% [ (o) =

i#] i#g
n(n=1) , n(n 1 n(n=1) ,
077 [[ o) = (- [Tei(f'(@) = (=1)"= Ngso(f' (@)
i#] i#]
La pentltima identidad se da porque los coeficientes de f’ son racionales y o;(¢) = ¢ Vg € Q. O

La segunda férmula que hemos dado para el discriminante de la base entera de potencias es el discriminante
del polinomio minimo de a. Por tanto se puede expresar como polinomio en funcién de los coeficientes de
ming(a) (ya que el discriminante de un polinomio tiene una expresién como determinante en funcién de los
coeficientes del polinomio).

Ejemplo 4.44. Sea f = z2 4 bz + c. Dependiendo del signo del discriminante b?> — 4c tenemos 2 raices
imaginarias, una raiz real doble o dos raices reales.

f=22+brdc= (z—1)(z—az) = (01 —a2)? = o —20100+0a3 = (0 +an)? —4ajas = (—b?)—4ac = b*>—4ac

Luego
(041 — 042)2 = (5% — 452,

donde §; = a1 + as y d2 = ajas son los polinomios simétricos elementales evaluados en aq y a2, que a su vez,
al evaluarlos, coinciden (salvo quizd por el signo) con los coeficientes del polinomio minimo.

Esto serd generalizable a extensiones de cualquier grado, ya que el discriminante es A(ay,...,q,) =
IL- ; (aj — a;)?, un polinomio simétrico en las a;, por tanto por el teorema fundamental de los polinomios
simétricos, tendremos que A(ay, ..., a,) serd un polinomio en funcién de dy, ..., d,, los polinomios simétricos
elementales en aq,. .., a, (que a su vez son, salvo signo, los coeficientes de ming(«)).

Ejemplo 4.45. Sea ahora f = 2% + ax? + bz + c. En este caso el polinomio simétrico en 3 variables es
(21 — 22)*(x2 — 23)* (23 — 21)° = F(s1, 52, 53)

donde (s1, 82, 83) = (21 + X2 + T3, 2122 + T2x3 + X321, ¥12223). Pues salen 27 sumandos y hay que aplicar el
algoritmo del Teorema Fundamental de los polinomios simétricos para encontrar F'.
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Jjaj, lo ha dejado como ejercicio lol.

Apliquemos la férmula que hemos visto antes al caso ciclotémico y cubico.

Ejemplo 4.46. Sea w = wy, = e’ con p € Z primo impar. Entonces, por y (1,w,...,wP™2) es
base entera de Ox = Og(w). Asf que

(p=1)(p—2) p=1

d@(w) = A(Lw? s va_2) = (_1) 2 NQ(w)/Q(‘I);(w)) = (_1)TNQ(W)/Q((I’;(W))

El signo depende de si p es 1 6 3 moédulo 4.
Calculemos la norma de @7, (w) :

P =1 = (z-1)0p(x) = pa’~' = Op(a)+(z—1)P)(2) = pwP ™' = p(w)+(w—1)P)(w) = (w—1)P) (W) = —AD), (w) =

Ny () = N (<25 ) = NGV PN (-

La norma de p es pP~ !, lade w es 1 y la de A y —\ coincide pues p es impar. Asi que la norma de —\ es p.
Luego
LA

1)
Pl S

do(w) = (—1)"% N a(®)(w)) = (=1)

En primer lugar, el inico primo que divide al discriminante es p.
En segundo lugar, el exponente p — 2 es impar. De esta forma aunque consigamos bases de niimeros con una
norma mdas pequena siempre quedard una p en el discriminante y por tanto

V(=) p € Q).

Asique (—1) 2" p es un cuadrado en Q(w). De esta forma, Q(w) contiene al cuerpo cuadrético Q ( (-1) pzlp) .

En tercer lugar, el grupo de Galois de Q(w)/Q es isomorfo a Z,;, que es ciclico. Ademas, la extensién es normal
y separable luego de Galois. Gal(Q(w)/Q) solo tiene un subgrupo de indice 2 al que le corresponde una tnica

.2z . < ; ;. o . p—1
subextension de dimensién 2. Asi que ese unico cuerpo cuadratico es premsamente @ ( (—1) 2 p) .

Ejemplo 4.47. Sea f = 3 + ax + b irreducible. Vamos a calcular su discriminante. Sea o : f(a) = 0,
entonces

A(l’ «, 0‘2) = *NK/Q(.}U(O‘)) =
Tenemos que f'(a) = 3a? + a, saquemos su polinomio minimo:

—3b N
T+ 2a

r=3*+a=3(-a—ba ) +a= a=

0=a’+aa+b= ( —3b >3+a( —3 ) +b=
T+ 2a T+ 2a
(—=3b)3 + a(x + 2a)*(—3b) + b(z + 2a)> =0 = mQ%n(f’(a)) = (z + 2a)® — 3a(z + 2a)* — 27b*
El término independiente es 8a® — 12a3 — 27b% = —4a® — 27b? luego
A(l, o, 0?) = —4a® — 27b%.
Si ahora tomamos por ejemplo f = x3 — 2, su discriminante es
d(f) = —4a® — 270* = —27 -4 = —3% . 22,

Ejemplo 4.48. Sacar el discriminante A(1, o, ...,a" ') para a rafz de 2" +az +b, de 2" +az™ 1 +b, b # 0
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y de x"—i—a;vm—i—bEI
Sea f=a2"+ax+byseaa: f(a)=0, entonces

n(n—1)

All,a,...,a" ) =(=1)"= Ngjo(f'(a) =
Tenemos que f'(a) = na™ ! +a, para sacar su polinomio minimo se tiene en cuenta que a” ' +a+ba=t =0 =

a—2x—na
$=nan_1+a=n(—a—ba_1)+a:> a~ ! :71) .
T

Seguimos operando para obtener un candidato a polinomio minimo:

b n—1 —nb n—1
r=na""'+a=n <n) +a=n (n) +a = z(z+na—a)"?
a—x—na r+na—a

n(—nb)" *+a(z4+na—a)" !

Para comprobar que ming(na™ ! + a) = z(x + na — a)"~! — n(—nb)" ! — a(xr + na — a)""1, sustituimos
r = na™ ! 4+ a. En primer lugar a(r + na — a) = a(na™n — 1+ na) = n(a™ + aa) = —nb. Como a # 0,
mutiplicamos por o1 :

" Ha(z+na—a)" ' —n(—nb)" ' —a(z+na—a)" ') = (na" ' +a)(—nb)" " —n(nb)"la" " —a(—nb)" ! =
(—nb)" H((na™ ' 4+a) —na™ ' —a) =0
El término independiente de ming(na™ ! +a) es —n(—nb)"~! + a(na — a)" ! luego

n(n—1)
2

N(f'(a)) = —n(—=nb)" *+a(na—a)" ' = "1 (—n)"+(n—1)""ta" = d(f) = (-1) (" (=n)"+(n—1)""ta™)
Ejemplo 4.49. Ahora calculemos el discriminante de f = 2™ + az”~! + b. En primer lugar

(@) =na"t +(n—1)aa""?=a" %(na+ (n—1)a)

Luego N(f'(a)) = N(a)" 2N (na + (n —1)a). La norma de « es b, ahora hay que calcular N (na + (n—1)a) :

r=na+(n—1a= a:w: Oz(x_m_lm)nJra("T_(n_l)a)n_ler:

n n n
ming (na + (n — 1)a) = (z — (n — 1)a)"” + an(x — (n — 1)a)n—1 1 bnn
Su término independiente es (—(n — 1)a)™ + an(—(n — 1)a)" =t + bn"™ =
N(f(a)) =b

(71)nbn72an((n o 1)n o n(n o 1)n71) + bnflnn _ (71)n+1bn72an(n o 1)n71 + bnflnn

" (~(n— Da)" + an(~(n — D))"~ + bn") =

n(n—1) n(n—1)

A(l,a,...,a") = (=1)" 7 Ng@y/o(f (@) = (=1)7 = ((=1)""2a"(n = 1)" " +b""'n")

Ejemplo 4.50. El caso 2" + az™ + b con m < n es mas complicado.
Recordemos que con a® —a — 1 = 0 y considerando K = Q(a) se tiene que A(1,a,a?) = —23. Como es
primo deducimos que es base entera y por tanto d(1, o, a?) = —23.

Consideremos ahora 32 + 3 —1y F = Q(B) :
A(1, B, 8%) = —4(1)? — 27(=1)? = —4 — 27 = —31.

Asi que el discriminante es —31 por ser primo en Z.

1 Justificar que es irreducible creo.

45



Una propiedad sobre K y F' muy dificil de demostrar pero que obtenemos de forma automaética es que ni son
el mismo cuerpo ni son isomorfos. Esto se debe a que el discriminante es distinto.

Hay que tener cuidado porque si dos cuerpos tiene la misma dimensién e igual discriminante no tienen por
qué ser isomorfos.

Ejemplo 4.51. Sea K = Q(a) con f = ming(a) = z® — 3z — 1. Usando la férmula d(f) = A(1,a,a?) =
—4b3 — 27a% = —4(-3)3 — 27(—1)? = 4(3%) — 3% = 3* = 81.

Pequeiio inciso teoria de Galois si eso meter en anexo. La caracteristica de Q es 0, f = 23 — 3z — 1
es irreducible en QQ pues la tnica posible raiz es 1 y no anula el polinomio. Al considerar el grupo de Galois
de Q(f)/Q sabemos 3 divide a su orden y que es subgrupo de Ss.

Por tanto se tienen dos opciones, el grupo de Galois es S3 o es el ciclico de 3 elementos. Se tiene

d(f) = (g — 0[2)2(0[2 — a3)2(a3 — a1)2 € Z, donde aq, as, ag son las raices de f.

Podemos determinar de qué grupo se trata en funcién de si d(f) es cuadrado exacto o no. Si lo es tenemos el
ciclico de 3 elementos mientras que si no lo es se trata de Ss.
De esta forma, como tenemos que d(z3—3x—1) = 81 sabemos que el grupo de Galois es el ciclico de 3 elementos

y por tanto Q(a1, a2, a3) = Q(a) con a; = a. Luego Q(f) = Q(a1) = Q(az2) = Q(a3) con [Q(a) : Q] = 3.

En los casos anteriores f =22 —x —16 g =23 +x — 1 el grupo de Galois es Sg y por tanto:

Q(aq, az, a3)

Q(a1) Q(a2) Q(as)
\ 3/

Q
Ejercicio 4.52. Comprobar que {1, a,a?} es base entera con K = Q(a) y a® —3a— 1 = 0. Como d(f) = 81
tenemos que probar el primo 3. Las opciones son

So +« so+sla+a2
3 7 3

En primer lugar calculamos

a c b
N(a+ba + ca?) = det(Agipateaz) =| b a+3c c+3b
c b a+3c

Pues a(a+ba+ca?) = aa+ba?+ (3a+1)c = c+(a+3c)a+ba? y a?(a+ba+ca?) = alc+ (a+3c)a+ba?) =
ca+ (a+3c)a? +b(Ba+1) =b+ (c+ 3b)a + (a + 3c)a’.

Luego
0 1
S0+« 1 1] % 1 4
N =—N =—1 1 3 |=—(sp—3 1
( 3 ) 57 (s0+ ) 7| ! slo M 57 (55— 3s0 + )

Moédulo 3 el numerador solo se anula si sg =3 —1. En ese caso tomamos médulo 9 :

(Bk—1)3=g 1= 3k —1)> =338k — 1)+ 1 =9 —3(3k — 1) =9 3 % 0.
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Luego N (%) ¢ 7. Ahora vamos con

1 s
1] % 1 1
): ?7 S1 80+3 1+331 - ?7(50(50+3)2+1+351+S?7251(504’3)75051(1#‘381))
1 S1 So+3

50+51a+a2

N( 3

Tomando médulo 3 se tiene
s0(s0+3)% + 14351 + 55 —251(50 +3) — s051(1 4+ 351) =3 55 + 1 + 55 — 25180 — 5051 =3 50 + 1 + 51

Asi que para cancelar el numerador se necesita que s; =3 —so — 1. Tomando médulo 27 e introduciendo
s1 = 3k — sp — 1 en Symbolab:

50(504+3)2+ 14351 +55 251 (50+3)—s051 (14+351) = —3s5+2Tksi+2Tkso+9s0— 54k +27Tk*+3—27k* =27 —3s34+950+3

Esta 1dltima expresion es 0 si y solo si
—sg + 350+ 1=90.

Si sp =3 0 entonces —sj + 3s¢g + 1 =g 1 Zo 0.

Si sp =3 1 entonces —s§ + 3sp + 1 =g 3s¢ Zg 0.

Si 59 =3 —1 entonces —s3 +3s9g+1 =9 2+3s9 =32+ 33k —1) =92 —3 =g —1 % 0.

Luego efectivamente {1, , a?} es base entera. O

Ejercicio 4.53. Ahora que sabemos que {1, a, a?} es base entera con K = Q(a) y a® —3a — 1 = 0. Encontrar
coeficientes ag, a1, as € Z tales que o/ = ag + a1 + aga? siendo o # a raiz de ming(w).
Busquemos f € K tal que aff = o(«). Para ello, supongamos que existe, entonces

0=o(a)’-30(a)-1 = (af)®-3ap—1 = B3(3a+1)-3Ba—1 = 3a(B*—B)+83~1 = (B—1)(3aB(B+1)+B2+5+1) =
B # 1 pues suponemos que ¢ es una inmersién no trivial. Entonces
0=3aBB+1)+B+B+1=0Ba+1)52+Ba+1)5+1

Si sacamos el discriminante como polinomio en [ vemos que necesitamos encontrar, si es que existe, un
elemento v = a+ba +ca?, a,b,c € Z tal que v? = (3a+1)(3a — 3) = 9a? — 6a — 3. Haciendo algunos célculos
podemos hayar que v = 1 + o — 2 funciona. De esta forma

 —Ba+1)£/Bat+1)Ba-3) -Bat+l)t(l+a-20%) 1 -
h= 2(3a+ 1) - 2(3a + 1) = 5 (=Bat)E(1+a-20%))(9a"~3a-26) =

Hemos invertido el elemento resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.
Entendemos que dependiendo de qué signo tomemos trataremos con o 6 0~ !. Como no la hemos especificado
tomamos el + para que se nos simplifique un poco todo:

B = %(—(3a+ D+ (1+a—20%)(92 - 3a —26) = (—a —a?)(9a® — 3a — 26) = —6 — a + 202

Si hubiésemos tomado el — nos habria quedado 8 =5 + o — 2a2.
Volviendo a tomar 8 = —6 — a + 2a? se tiene que

o(a) =aB =a(—6 —a+2a%) = —a® +2.

Ejemplo 4.54. Cluerpo de nimeros sin base entera de potencias, se le atribuye a Dedekind Sea el cuerpo
Q[a], con ming(a) = 2® — 22 — 22 — 8.
1. ming(«) es irreducible. Esto pasa porque si no, ming(«) tendria raices enteras, y es directo comprobar
que esto no pasa.

2. A(1,a,a?) = —4 - 503. Para comprobar esto, usamos la férmula A(1, o, a?) = —N(f'(a)) = —N(3a? —
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2 — 2). Operando vemos que la matriz de Azqa2_s4_2 en base (1, a,a?) es

-2 24 8
-2 4 26
3 1 5

y su determinante es 2012 = 4 - 503, asi que el enunciado es cierto.

3. 8= % es entero algebraico, y A(1, «, 8) = —503. Para ver esto, vemos que como « = %, sustituyendo %
en ming(a) y multiplicando por 32 vemos que el polinomio minimo de 3 es 2° + 2 + 2z — 8, que est4 en
Z[z]. Para ver que el discriminante es —503, basta ver que f = —1—§+ "‘72, por tanto la matriz de cambio
de base de (1,a,5) a (1, @, &?) tiene determinante 1 y por tanto A(1,a, 8) = $A(1, o, a?) = —503.

4. No hay ninguna base entera de potencias, es decir, de forma (1,+,72). Como 503 es primo, est4 claro
que (1, a, 8) es una base entera.

Supongamos que existe tal 7. Entonces tendriamos que tener que —503 = A(1,7,~?). Consideremos la
matriz de paso P de la base {1,v,7?} en la base {1, a, 3}. El determinante de P debe ser +1. Escribamos

y=a+ba+cB, abcel= ~v*=da%+ba®+ 5%+ 2aba + 2ach + 2bcaf

En primer lugar a8 = 4, los tinicos elementos que no estan expresados en la base {1, a, 3} son b?a? y
c?B? asi que toca calcularlos.

4 Zoa-—2
0=a*-a’—-20—-8= B:—:%é > =2B8+a+2
a

Haciendo célculos llegamos también a que

(@? —a—2)2 —48+8a+38

2 _
p= 4 4

— B+ 2a+ 2.
Asi que
72 = a*+b*(2B+a+2)+c*(—B+2a+2)+2aba+2ac+8bc = a®+8bc+2b%4+-2¢ +(b%4+-2¢* +2ab) a+(2b% —c*4+-2ac) B

Ya podemos escribir la matriz de paso P :

1 a a®+ 8bc+ 2b%+2¢2 1 a a®+ 8bc+2b%+2¢2
P = 0 b b% + 2¢% + 2ab = |Pl=|0 b b% + 2¢% + 2ab =
0 ¢ 202 — ¢ + 2ac 0 ¢ 202 — ¢ + 2ac
b b2+202+2ab o 3 2 2 3 3 3
¢ %W — 2 4 2ac =2b" —c*b—bc—2¢° =2(b° — ) — be(b+ ¢)

Ahora, tomando mdédulo 2 vemos que |P| =2 be(b+ ¢), si be Z2 0 entonces b =5 ¢ y por tanto b+ ¢ =2 0.
Es decir, |P| siempre es par luego no puede ser +1.

Volvemos un poco a ciclotémicos. Tomamos ®g = 26+23+1, es irreducibleﬂy tiene como raices w, w?, w*, w®, w", w®

27

donde w :=e"9 .
El grupo de Galois de Q(w)/Q es isomorfo a Z; .

Proposicién 4.55 (Gauss). El grupo Z es ciclico siy solo sin es 2,4, p™ 0 2p™ conp > 2 primoy m € N. [

Proposicién 4.56. Sea a € Z tal que @ es generador de Z . Entonces, o bien @ o bien a + p son generadores
de Z;z. Ademds, dado a € Z tal que @ es generador de Z;z, @ es generador de Z, para toda n € N.

Demostracion. Para la primera parte, si @ tiene orden p — 1 en Z, tendrd orden multiplo de p — 1 en Z;2,

2En el apéndice B veremos este caso particular. Si hay tiempo se metera el general.
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y lo mismo se puede decir de a + p. Ademds, (a + p)P~! =,2 a?~' 4+ p(p — 1)a #,2 a?~!. Por tanto, a?~ 'y

(a + p)P~ ! son distintos médulo p?. Sea g € {a,a + p} tal que g?—1 # 1 en Z;z. Entonces, por lo que hemos
visto antes g tiene orden multiplo de p — 1, mayor que p — 1 y divisor de p(p — 1), que es el orden de ZZQ. Asi
que o(g) = p(p — 1), es decir, g es generador de Z;T

Para la segunda parte, usamos induccién. Basta darse cuenta de que hay ®(p"~1(p — 1)) = p"2(p —
1)®(p — 1) generadores de Z,,. y hay ®(p"(p —1)) = p" '(p — 1)®(p — 1) generadores de Zynsr- Ademds, a
cada generador de Z;Hl, su clase en Z;,L serd también un generador de Z;n. Osea, que cualquier generador
de Z;n 41 es congruente médulo p" a alguna de las p"~2(p — 1)®(p — 1) clases que generan Z;n. Esto solo nos
deja p-p"2(p—1)®(p—1) = p"1(p — 1)®(p — 1) posibles clases que generan Z;”H (va que cada clase de

Zyn corresponde a p clases de Z;”H). Pero sabemos que hay exactamente p"~!(p — 1)®(p — 1) generadores

de Z*, .., asi que las clases que generan Z>,,, son exactamente las asociadas a las clases de Z, que generan
D +1> D + p

ZZQ, que es esencialmente lo que pide el enunciado. O

Ejemplo 4.57. Ahora usamos el teorema de la correspondencia de Galois para describir las subsextensiones

/\ /\
\/ \/

Como todos los subgrupos son normales tanto E;/Q como E/Q son extensiones de Galois. Centrémonos
en F4/Q, necesitamos un automorfismo en Q(w) de orden 2 que deje fijo a los racionales, probemos con la
conjugacion w — w. Deja fijos a los reales luego:

WP +w T =wF +T" =2Re(w) €R, k=1,2,4
Podemos generar estos 3 elementos con k =1: w+ W pues
(WH+m)P2=w’+0*+2; (W4 =w'+o*+2.
De esta forma E; = Q(w + ). Calculemos el polinomio minimo de w + @ :
3

3

WwH+a)P =+ +3w+w) = ¥ =w+wl +32 =3z 1.

Ahora, esto nos permite deducir también que ming(—w — w) = 2% — 3z — 1.

2mi

Ejercicio 4.58. Encontrar otra extensién cibica ciclica de dimensién 3 a partir de Q(w) donde w = w7 1= €7
y estudiar si el cuerpo extensién ctubica es isomorfo 6 igual al anterior.

La idea es la misma. Buscamos K = Q(wr + w;l).
n&n(oﬁ):x6+x5+m4+x3+x2+x+lé wltw w3+t +w+1=0.

Hacemos 2 = w4+ w ™!, 22 =w? + w242, 22 = w3 + w3 + 32 luego

0=1+w+w H+W+w H+ (WP +w3) =14+z+(@*-2)+(2®-32) = Ir(gn(W7+w;1) =234t 201
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Si trasladamos el polinomio, es decir, y = = + % el discriminante no varia pues es el producto de restas de
raices asi que 1/3 desaparece. De esta forma:

(y=1/3)*+(y—1/3)*~2(y—1/3) =1 = (y* ~y* +y/3-1/2T)+(y* ~ 2y/3+1/9) +(~-2y+2/3) ~ 1 = y° +ay +D.
Donde a = —7/3 y b= —7/27. Usando la férmula que ya calculamos:

4.73 72 4.7-1
7T Tl

4
27 27 )

—4a® — 27b* = 4(73/33) — 27(7%/27%) =

El discriminante es distinto de 81 asi que toda esperanza de establecer un isomorfismo de cuerpos se esfuma.

En el ejemplo hemos visto que el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de 23 — 3z — 1 es
abeliano, y que de hecho dicho cuerpo estd contenido en Qwg], siendo wyg raiz novena de la unidad. Esto no
es una casualidad, de hecho se tiene el siguiente teorema que enunciamos sin demostrar:

Teorema 4.59. Sea K un cuerpo de niimeros tal que K/Q es una extensién de Galois con grupo de Galois
abeliano (se dice en ese caso que la extensién K/Q es abeliana). Entonces K estd contenida para algin m en
el cuerpo ciclotémico Q[w,y]. O

Mediante un procedimiento similar al ejemplo [.57] podemos encontrar infinitos cuerpos ctibicos de ntiimeros
no isomorfos dos a dos. Para ello, sea p un primo con p =3 1. Entonces, la extensién Q[w,]/Q es de Galois,
con grupo de Galois Z; . Es decir, su grupo de Galois es ciclico de orden miltiplo de 3. Por ello podemos
encontrar un Unico cuerpo K, con Q C K C Qw,] de forma que [K, : Q] = 3. Ademds, K,/Q serd una
extensién de Galois, ya que Q[w,] es una extensién de Galois con grupo de Galois abeliano, por tanto todos los
subgrupos de Gal(Q[w]/Q) son normales. Mediante técnicas que vamos a desarrollar en la asignatura veremos
ademads que para dos primos p, g, las extensiones K, y K, no serdn isomorfas, ya que no tendran el mismo
discriminante.
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Capitulo 5

Dominios de Dedekind

5.1 Ideales de los cuerpos de niimeros

Recordemos que O son los elementos del cuerpo K que son enteros algebraicos. Ya vimos en el capitulo que
si [K : Q] tiene grado n, entonces Ok es un grupo abeliano libre de dimensién n (ya que Ok tiene alguna base
entera que lo genera libremente como Z-mdédulo).

Proposicién 5.1. Sea K cuerpo de ntimeros con [K : Q] = n, y sea I un ideal no nulo de Ok. Entonces I,
al igual que Of, es un grupo abeliano libre de rango n.

Demostracion. Recordemos que un subgrupo de un grupo abeliano libre de n elementos sera también un grupo
libre, con rango < n. Esto implica que I es un grupo abeliano libre de rango < n. Ahora, como I no es el
ideal 0, sea a C I no nulo. Tenemos las inclusiones de subgrupos:

(@) CTCOx

ahora bien, es facil comprobar que si Ok es el grupo libre generado por unos elementos aq, . . ., a,, entonces ()
es el grupo libre generado por aay,...,aaq,. Por tanto («) es un grupo libre de rango n. Al ser un subgrupo
de I, el rango de I tendra que ser > n, y por tanto I es un grupo abeliano libre de rango n. O

Enunciamos por conveniencia el resultado usado:

Corolario 5.2. Dada cualquier base de enteros de Oy : aq, ..., se tiene que aqy, . .., aq, es base de enteros
de ().

Corolario 5.3. Todo ideal de O es finitamente generado. Es decir, Ok es un anillo noetheriano.

Demostracion. Dado I ideal de O, esté generado como grupo por un conjunto finito i1, . .., 4, de generadores.
Por tanto i1, ...,4, también generan a I como ideal. O]

Vamos a ver estudiar como se comportan las cadenas de ideales en Og-.

Definicién 5.4. Sean pg C p1 C p2--- C p, una cadena de ideales primos, decimos que tiene longitud n.
Llamamos dimensién de Krull de un anillo R al supremo de las longitudes de cadenas de ideales de R.

Ejemplo 5.5. Z tiene dimensién de Krull 1, ya que las cadenas que pueden formarse son de forma 0 C (p),
con p primo en Z, y no se puede formar ninguna cadena de dimension 2.

Ejemplo 5.6. Se puede comprobar que la dimensién de Krull de Z[z] es 2. Un ejemplo de cadena de longitud
2 serfa 0 C (z) € (2,2).

Proposiciéon 5.7. Un anillo R tiene dimensiéon de Krull 1 sii tiene ideales primos no nulos, y todos ellos son
maximales.
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Demostracion. Esta claro que R tendra dimensién > 1 si tiene ideales primos no nulos. Si sus ideales primos
son todos maximales, no puede haber cadenas de longitud 2, ya que tendriamos 0 C p; C ps, con p; maximal.
Reciprocamente, si hay un ideal primo no maximal p, entonces hay uno maximal m que lo contiene, y 0 C p C m
es una cadena de longitud 2. O

Vamos a intentar demostrar que O tiene dimension 1, es decir, que todos sus ideales primos son maximales.
Lema 5.8. Sea I ideal no nulo de Og. Entonces I NZ # {0}.

Demostracion. Sea 0 # a € I. Como « es entero algebraico, su polinomio minimo sobre Q serd z" + --- +
a1z + ag, con ag # 0. De la ecuacién o™ + - -+ + aja + ag = 0, despejamos ag = —a(a™ ! +--- +ay). Ergo,
como a,a™ 1+ .-+ a; € O, tenemos que ag € () C I. Como ag es entero, hemos acabado. O

Lema 5.9. Todo dominio de integridad finito es un cuerpo.

Demostracion. Sea R dominio de integridad finito, sea a € X no nulo. Entonces, por ser dominio de integridad,
la funcién R % R;x — ax es inyectiva. Al ser R finito, si f : R — R es inyectiva también serd sobreyectiva,
ergo hay b con ab = 1. Es decir, a tiene inverso. Como a es un elemento cualquiera no nulo, R es cuerpo. [

Teorema 5.10. Sea K cuerpo de nimeros, Ok su anillo de enteros asociado. Todo ideal primo no nulo de
Ok es maximal.

Demostracion. Sea I ideal de Og. Sea m € I NZ, con m # 0. Entonces, veamos que el cociente % es
finito. Sea ay,...,a, base entera de Ok. Es decir, a1, ...,a, generan Ok como Z-modulo libre. Por tanto,

Ok =mZ & ®ayZ. Asuvez, (m)=mOg =a1(mZ)® - - ® a,(mZ). Tomando cocientes (y abusando de
notacién xd),

Ok nZ P Da,l / 7
—_ = :ali@"'@aniy
(m)  a1(mZ)®--- ® a,(mZ) mZ mZ
de modo que el cociente w?é(;( tiene finitos elementos, en concreto m™. Por tanto, como OTK ~ O;;{fn";), OTK

también tendrd finitos elementos.
En el caso concreto de que I sea un ideal primo, OTK es un dominio de integridad que ademas tiene finitos
elementos. Por tanto es un cuerpo, es decir, I es maximal. O

Hemos visto que Ok es noetheriano y de dimensién de Krull 1. Nos hara falta una tltima propiedad:

Definiciones 5.11. Sea R dominio de integridad, sea K cuerpo de fracciones de R. Decimos que a € K es
entero sobre R si hay un polinomio f € R[x] ménico y no nulo con f(a) = 0.
Decimos que R es integramente cerrado si cada elemento de K que es entero sobre R estd en R.

Proposicién 5.12. Sea K cuerpo de nimeros, Ok su anillo de enteros asociado. Entonces O es integramente
cerrado.

Demostracion. K es el cuerpo de fracciones de O. Queremos ver quesi hay o € Ky f(x) = 2™+ B,,_12™ 1+
-+ By € Oklx] tal que f(a) = 0, entonces @ € Og. Como sabemos que « € K, basta ver que « es entero
algebraico. Para ello usaremos el lema [4.4] encontrando un W subgrupo abeliano finitamente generado de
C de forma que aW C W. Definiremos W a partir de un conjunto finito S que lo genera como subgrupo.
Ponemos entonces

m—1

S=<a' Hﬁ;j;i:&l,...,m—l;ij:0,1,...,deg(ﬁj)—1 ,
7=0

donde deg(3;) es el grado de Q[3;] : Q. Esta claro que el conjunto S asi definido es finito. Para comprobar
que aW C W, basta comprobar que as € W para todo s € S.

Sea s = a’BY...A" 1. Sii<m—1,as €S, por tanto as € W. Sii=m—1, as =amBy...BN"| =
m—1 io m—1 . . A0S i io ij—1 pij+1 gl io
(=bm—1a™ - +30) By - .. By~ Tenemos una suma de m términos de forma —a’ 8 ... 8,77 B B ... By
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Si i; < deg B; — 1, de nuevo tenemos (el opuesto de) un elemento de s. Si i; = deg(f;) — 1, el elemento es de

i 3o i1 pdeg(B5) pijia i _ deg(B;)—1 1 a1 i 3o i1 gl io
forma —a? B ... B, B; B By = (=22 kiB;) (—a’ By BB By ), donde los en-
teros k; son los coeficientes del polinomio minimo de 3;. Por tanto esto es una suma de enteros por elementos
de S, ergo esta en W. O

5.2 Dominios de Dedekind. Factorizacion unica de ideales

En la seccién anterior hemos visto que los anillos de enteros O cumplen estas tres proposiciones:
(I) Ok es un dominio noetheriano.
(IT) dim(Ok) = 1.

(III) Ok es integramente cerrado.

Definicién 5.13. Decimos que un dominio integro R es un dominio de Dedekind si cumple (I), (II) y (III).

Recordemos que dados ideales I,.J de un anillo, el conjunto I.J := {} " a;b; : a; € I, b; € J, n € N}
es un ideal que llamamos I.J, el producto de I y J. Esta seccion se dedicard a probar que en un dominio de
Dedekind (lo probaremos en cuerpos de ntimeros, aunque la demostracién general es la misma), todo ideal
I # 0 se podrd expresar de forma tnica (salvo orden) como P ... P,, donde P; son ideales primos (por tanto,
maximales). Es decir, una especie de teorema de factorizacién tnica pero con ideales en vez de elementos. De
modo que vamos a estudiar los ideales en los dominios de Dedekind.

Definicién 5.14. Dados ideales I,J de un anillo R, decimos que I divide a J, I|J, si hay un ideal I’ con
J=1II.

Veamos algunas propiedades del producto de ideales. Estudiemos I := {I C Ok : I es ideal no nulo de
Oy }. El par (I, ) donde - denota al producto entre ideales es:

1. Asociativo.
2. Conmutativo.

3. Tiene elemento neutro, el propio ideal Og-.

Sin embargo en general no tiene elemento inverso.

K tiene estructura de O g-mdédulo, consideremos el conjunto {O g-submdédulos de K finitamente generados}.
A sus elementos los llamaremos ideales fraccionarios. Podemos definir el mismo producto sobre ellos y esta
vez si que encontraremos inversos.
De esta forma, podemos definir el cociente

{Ok-submédulos de K finitamente generados}
{(z): z€ K}

Aqui construiremos el cociente construyendo la relacién de equivalencia en vez de tomar los ideales principales.

Proposicion 5.15. Sea w € Ok y sean I, J ideales de Ok . Entonces
(W J=1J= (w)=1.
Demostracion. Recordemos que dado o € K, si ol C I = « € Og (1). Veamos antes de demostrar la
proposicién que IJ =1 = J =0k (2).
Como I es ideal no nulo, estd generado por n elementos

I=aZ+...4+a,Z, ar,...,a, €1

Pero cada «; estd en I.J luego se puede expresar como a; = o131 + ...+ apfin, coni =1,...,ny B;; € J.

53



Por tanto

« o a
| 2 =6y ¢ |= Ud-@y)| + | =0

Qn Qp Qn

=

El vector es no nulo luego |Id,, — (Bi;)| = 0. Si desarrollamos el determinante vemos que existe 8 € J tal que
0:|]dn—(6ij)|:1+6:> 1:—BEJ.

Tenemos el 1 en el ideal luego el ideal J es todo Og.

Pasamos a demostrar el enunciado. Dado i € I,7J C IJ = wJ, por tanto w1iJ C J. Usando esto v
(va que J es un Z-médulo finitamente generado) tenemos que w™'i es entero, algebraico, es decir, w™ti € Of.
Como w~ti € Ok para todo i € I, tenemos que I C (w). De modo que w~'I es un ideal de Ox. Como

wIJ = J, w1 sera todo Ok por lo que hemos visto. Por tanto I = (w).
O

Definicién 5.16. Sean ideales I, J en Ix. Diremos que
I~J] & 30#£a,€0k: ()] =(B)J
Proposicion 5.17. La relacion introducida en la definicién anterior es de equivalencia.

Demostracion. Las propiedades reflexiva y simétrica son inmediatas. Para la transitividad, sean ideales I, J, K
tales que I ~ J, J ~ K. Entonces existen 0 # «, 3,7, € Ok tales que

(@I =(B), ()] = @K = (an)I = (89)] = (87)] = (BO)K.
Claramente a7y, 50 € Ok. O

Definicién 5.18. Denotaremos por

al conjunto cociente definido por la relacién de equivalencia ~.
Proposicién 5.19. SiI ~ JelI' ~ J' entonces II' ~ JJ'.
Demostracion. Sean «, 3,0, 8’ € Ok tales que
(@I =(B)], (I'=(B)] = (aa)II' = (a)('T') = (BI)(B'T) = (BB")JJ' = II' ~ J.J
O

La clase de O, a la que denotamos por O, es el elemento neutro de Cx. Veamos cémo son los elementos
relacionados con Ok :
I ~0Og & da,pB €Ok : (Oé)[ = (B)OK

Proposicion 5.20. Los elementos relacionados con O son los ideales principales de Ok .

Demostracion. Si tenemos ()] = (8)Ok, tenemos que I = a0, por tanto '3 € Ok (si no no podria
ser que I C Og). Asf que tenemos que I = o8Ok es el ideal principal (a=13) de Ok. La implicacién
reciproca es obvia. O

Fijémonos en que si |Ck| =1 es que todos los ideales de Ok son principales.

Lema 5.21 (Hurwitz). Sea K un cuerpo de nimeros, entonces existe un entero My tal que Vo € K 31 <t <
Mg, Jw € Ok : |NK/Q(tI 7(.0)‘ < 1.

54



n
Demostracion. Sea x € K, x = Y, x;a;, {aq,...,a,} es base entera de Ok y z; € Q. Entonces
=1

1=

Z Z;0; (CVZ)

< maxflas}" [T los )]

J

J

Nk /o) = HJj (fozaz> =11

Si fijamos la base entera se tiene que [, >, [0;(c;)| es constante, llamémosla C' < m™ =: M, para algtin m € Z.
[Nicg@)] < ma{]a;[}m"

Definimos ¢ : K — R" como ¢(z) = (z1,...,x,) Vo € K. Denotemos por |z] := > _|z;]a; parte entera y por
{z} = {x;}; parte fraccionaria. Entonces

¢({z}) € [0, )"

Dividimos el cubo unidad en m™ regiones dividiendo cada lado en m partes de lado 1/m. Por el principio del
palomar, existen h,k € Z: 1 <h<k<M+1: ¢({hz})y ¢({kx}) estén en la misma celda.
Definimos t := k — h. Luego tx = kx — hx = |kx|x — |hx]| + {ka} — {ha}, w = |kz|z — |hz]| € O =

INkjo(te —w)| = [Nk jo({ke} = {ha})| < max{l/m}"m" = 1.

Proposicién 5.22. El cardinal de Ck es finito. Lo llamaremos hg := |Ck].

Demostracion. Sea I un ideal no nulo de Og. Si tomamos o € I no nulo su norma es no nula. Entonces,
como la norma es entera en O, podemos coger 3 € I tal que [Nk q(B)| = min{|Ng/g(a)|: a €I, a#0}.

Sea ahora a € I, a # 0. Definimos x := % € K. Ahora, podemos coger por un entero t < M y un

w € Ok tal que
o
ti

B

Ahora bien, ta —wfB € I'y |[Ngo(B)| > |Nk/g(ta —wp)|, ergo ta —wf = 0. En concreto esto implica que
ta € (B). Como t|M! sin importar que x tomemos, se cumplird que M!a € (B) para cualquier « € I, ergo
M C (B).

1> [Nijglte —w)| = [Nijolt5 —w)| = [Nx/o(8)] > INxsalta - wp).

J := B7IM!I es ideal de O, con (B)J = M!I = I ~ J. Como B € I, M3 € (B)J, ergo M! € J.

En particular, (M!) C J C Ok. Ademds, como vimos en m

’OK

(M')‘ = (MH" < c0.

Por tanto, como cada ideal J conteniendo a (M!) estd asociado a un ideal de %, y solo hay finitos ideales

en &—K!), solo habrd finitos J posibles. Como a su vez I ~ J, ya que J = 3~ M!I, ya tenemos que solo hay

finitas clases de equivalencia. O
Proposicién 5.23. Si A C Ok es un ideal, hay un entero k, 1 < k < hy, tal que A* es principal.

Demostracion. Consideramos los ideales A, A%, ..., A"<+1 Entonces dos de ellos estaran relacionados por ~,
digamos A ~ A7, con i < j. En ese caso, hay a,b con (a)A? = (b) A = (b)A7~*A’. Por tanto por tenemos
que (a) = (b)AT7%. Es decir, (a)Ox = (b)A77¢, por tanto O ~ AI~%. Asf que por AJ=% es principal. [

Proposicién 5.24. Ck es un grupo con el producto dado por I -.J = I.J.
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Demostracion. Este producto estd bien definido por Ademds es asociativo (y conmutativo) y tiene
elemento neutro, Og. Por el lema anterior tiene elemento inverso, ya que dado A ideal, hay n con A"
principal, por tanto A - A7~1 = A" = Ok. O

De modo que Ck es un grupo, y solo sera el grupo trivial cuando Ok sea un dominio de ideales principales.

Ejercicio 5.25. Ver los casos Q(i), Q(+/—5). Sin usar que sabemos que Q(¢) es dominio eucideo.
Sacar la M y después intentar sacar ideales intermedios.
Para el primer caso saldra h = 1 y para el segundo h > 1. Todo esto con bastante esfuerzo XDddd.

Ya podemos generalizar [5.15}
Proposiciéon 5.26. Si I,.J,J’ son ideales en O y I.J = I.J', entonces J = J'.

Demostracion. Llamamos («) = I"™, para ciertos n € N, @ € Ok . Entonces, multiplicando la igualdad IJ = I.J’

por I~ tenemos que o.J = a.J’. Multiplicando ambos subconjuntos de K por +, tenemos que J =J’. O

o’

Proposicién 5.27. Dados I, J ideales de Ok, I|J <— J C I.

Demostracion. = es obvio. Si J C I, sean a,n tales que (a) = I". Entonces I""1J C I" = (a). Por tanto
I' = a='1""1J (es decir, el resultado de multiplicar por a~! los elementos de I"~!J) es un ideal de Og. Y
tenemos que II' = a=*1"J = J, por tanto I|J. O

Por fin llegamos a nuestro objetivo: la factorizacién tnica de ideales en dominios de Dedekind (aunque lo
enunciamos para cuerpos de nimeros).

Teorema 5.28. Sea I ideal propio de Op, existen ideales primos Py, ..., P,, Unicos salvo el orden, tales que
I=P...P,.
Los P; seran maximales por [5.10}

Demostracion. Comenzamos viendo que todo ideal de O se puede expresar como producto de ideales primos.
Sea I ideal propio de Ok . Hay un ideal P, maximal en Og que contiene a I. Como I C Py, por habra
un ideal I; con I = PjI;. Esto obviamente implica que I C I;. Ademés, I # I;, ya que si tuviéramos que
I =1, entonces de OxI = I = PiI; = P11 y[5.26) se deduce que Ok = Py, lo cual es falso. Por tanto I C I.

Si I = Ok, tenemos que I = Py, por tanto I es producto de ideales. Si no, I; es ideal propio de Ok, y
repitiendo el mismo proceso encontramos P» primo e Iy C I; con I1 = PyI5. Podemos repetir este proceso
recursivo tantas veces como queramos: si I,,_1 no es propio, podemos encontrar ideales P, primo e I,, tales
que I, =I1,P, y I, C I, 1. Al repetir este proceso pueden pasar dos cosas:

=

e Para cierto n se cumple que I,, = Ok . Entonces el proceso acaba, y tenemos que I = [1 P = [LP| P, =
coo=I,P...P,=P;...P,, vy ya tenemos I expresado como producto de primos.

e [, es propio para todo n. Esto es imposible, ya que en ese caso tendriamos una cadena ascendente
infinita de ideales Iy C Is C I5..., lo cual no puede pasar ya que Ok es un anillo noetheriano, asi que
no tiene cadenas infinitas ascendentes de ideales.

Por tanto ya tenemos que todo ideal de Ok se puede factorizar como producto finito de ideales primos.
Veamos ahora que la factorizacion es esencialmente tnica.
Supongamos que un ideal tiene dos factorizaciones distintas,

P..P=Q...Qs,cont<s

Entonces se cumple que Pi|Q; ...Qs, por tanto Q1 ...Qs C P;. Pero, si un producto finito de ideales estd
contenido en un ideal primo, entonces alguno de ellos esta contenido en dicho ideal primo, por tanto hay cierto
Q@;, que podemos suponer que es @1, con @1 C P;. Como P; y Q1 son maximales por esto implica que
P; = Q. Por tanto tenemos que

Pi(Py...P) = Py(Qs...Qy).
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Esto, por implica que:
P2"'Pt:Q2'--Qs-

De la misma forma podemos deducir que P> = @5 (salvo orden) y entonces Ps... P, = Q3 ...Qs. Repitiendo
este proceso, obtenemos que P; = Q; parat=1,...,t — 1, y que:

F=0Q:...Qs

entonces, igual que antes deducimos que P; = Q;, y expresando la igualdad como

P,(Ok) = Qe(Qr41 ... Qs)

y usando tenemos que O = Q41 ...Qs. Esto solo puede pasar si t = s, ya que si no Q¢41...Qs no
seria el anillo total. Por tanto t =s, y P, = @; parai =1,...,t, asi que hemos acabado. O

5.3 Ejemplos del grupo de clases C

Recordemos que el espectro de un anillo se define como el conjunto de sus ideales primos. Lo que nos dice
este ultimo teorema de factorizacién es que podremos construir el conjunto de ideales de Ok a partir de su
espectro, ya que todo ideal es un producto finito de primos. Y de hecho, en cuerpos de nimeros, podremos
obtener todos los ideales primos a partir de los primos de Z como se explica a continuacién.

Dado un ideal primo P de O, PNZ es un ideal primo de Z (ya que PNZ es la contraccién de P bajo la
inclusién Z < Of). Ademds, por PNZno es {0}. Por tanto P NZ = pZ, para un primo p de Z. Como
p € P, tenemos que pOx C P. Por tanto P es un elemento de la factorizacién de pOg como producto de
ideales primos de Og-.

De modo que para encontrar los ideales primos de O (su espectro), nos vale con encontrar los factores
primos de todos los ideales pOg, con p primo en Z.

Ejemplo 5.29. En Z[i] podemos encontrar los ideales de esta forma. Dado un primo entero p, ya hemos visto
que pZ[i] es primo si p =4 3, y si p =4 1 entonces p = pypa con p1, ps primos en Z[i], por tanto pZ[i] factoriza
como (p1Z[i])(p2Z]i]). Por tltimo, 2Z[i] = ((1 + i)Z][i])2.

En general, si R es un DIP, los ideales primos de R son los que estan generados por un elemento primo de
R, por tanto si ya sabemos los elementos primos de R también conocemos los ideales primos.

El grupo Cgj; es el grupo trivial, ya que Z[i] es un DIP.

Ejemplo 5.30. Volvemos a Z[i], pero vamos a intentar ver que Clyi es el grupo trivial sin usar que Z[i] es
un dominio euclideo, es decir, de forma constructiva usando las pruebas de y

Comenzamos encontrando el M de la prueba de|5.22} es decir, M = m? conm € Zy M > []; 37, |oj(ui)|.
En este caso o7 es la identidad, y o2 es la conjugacidon, podemos tomar base entera {a1,as}, con oy = 1y
az =i. Asf, un céleulo directo nos da que [[; 37, |oj(;)| = 4, por tanto podemos tomar M = 22 = 4.

Ahora vamos a la prueba de que nos dice que cualquier ideal I de Ok es equivalente a algun ideal
J, con M! € J. En este caso, M! = 24, por tanto tenemos que ver los ideales J tales que 24 € J. De hecho
vamos a ver las clases de ideales primos P con 24 € P, y una vez que los tengamos podremos construir el resto
de ideales con sus productos.

Sea P primo con 24 € P. Como 24 =1i-3-(1+i)% obien 1 +i€ Po 3 € P:

e 1+i € P. En este caso, (1+4) C P, y tenemos que g es un ideal de (12_[:1).
y solo tiene dos ideales: {0} y el total. A su vez, estos ideales corresponden en Z[i] a los ideales (1 + )

y Z[i]. De ellos, el dnico primo es (1 + 7). Asi que en este caso, el inico P posible es (1 + i).

Pero 1+ tiene dos elementos,

e 3 € P. En este caso, (3) C P. Si (3) es primo, es maximal o sea que P tiene que ser (3). Si (3) no fuera
primo, tendria que darse que (3) € P, sea entonces o = a+bi € P\ (3). La norma de o, N(a) = a® + b,
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no es multiplo de 3 ya que médulo 3 vemos que si 3|a® + b? entonces a|3 y b|3, lo cual no puede ser
porque « & (3). Pero a su vez N(«a) es multiplo de «, por tanto N(a) € P. Por tanto 3 y N(«) estdn
en P,y como por Bezout 1 es una combinacién entera de 3 y N(a), 1 € P, es decir, P = Z][i], absurdo.
Por tanto no puede haber ningtin primo P estrictamente contenido en (3).

Ya podemos ver entonces quién es Cgp;. Dado un ideal I en Cq), se cumple que I ~ J, con 24 € J.
Factorizando J como producto de primos (que contienen a 24, por tanto son o bien (1 + 1) o (3)), tenemos
que J = (1414)"(3)™, por tanto T = J = (1+4)"(3)™ = OO = Ok. Es decir, Cqy) es trivial.

Ejemplo 5.31. Vamos ahora los ideales primos en un anillo que no es un DIP, de forma andloga a [5.30
Cogemos el cuerpo de nimeros K = Q[v/—5]. Vimos en m que su anillo de enteros es Z[y/—5]. Por tanto
una base de enteros viene dada por {1, /—5}. De nuevo usaremos el procedimiento dey Nuestra base
de enteros es {1,v/—5} y nuestros automorfismos son la identidad y la conjugacién. De modo que calculamos
que [[,; >;loj(as)| = (1 + V/=5)? < 42 = 16, por tanto My = 16.

Asl que en este caso tendriamos que buscar los ideales primos P con 16! € P. Podemos expresar 16! =
215.36.53.72.11.13. Por tanto en este caso tendriamos que estudiar 6 casos posibles: 2 € P,3 € P,5 €
P 7€ P11 P13€P.

e 2 € P, es decir, P|(2). Veamos que (2) factoriza como (2,1 + 1/=5)?. Para ver esto, comprobamos que
2¢€ (2,1+v=-5)2yaque?2=(1++/-5)(2—(1++-5)—2-2, y ademds (2,1 ++/—5)? C (2) ya que
los productos de los generadores, 2+ 2,2 (1 ++/=5) y (1 +v/=5)? = —4 + 2y/—5 estdn todos en (2).

Z[V/=5]

Ademsds, (2,14++/—5) y (2,1—+/—5) son maximales. Esto pasa porque (2721[35%) = (211%}?& Y (2’1'8)/?5)
contiene 2 de los 4 elementos de Z[\(/z?], por tanto % tiene dos elementos, es decir, es un cuerpo.

Por tanto (2,1 + +/—5) es maximal. Igual pasa con (2,1 —/—5).
e 3 € P. En este caso se puede comprobar que (3) = (3,14 +/=5)(3,1 — v/=5).

5 € P. En este caso claramente (5) = (v/=5)2, y (v/=5) es maximal ya que es un ideal que contiene
estrictamente a (5), y Z[é?] tiene 25 elementos, por tanto (IZJ[FV\/_%) tiene 5 elementos, es decir, es un

cuerpo.

e 7 € P. En este caso se puede comprobar que (7) = (7,3 + v/—5)(7,3 — vV/—5).
e 11 € P. Se puede comprobar que (11) es primo.
e 13 € P. Se puede comprobar que (13) también es primo.

Si todos los ideales primos que hemos encontrado fueran principales, tendriamos que como en el caso de
Z[i], Ck tendrfa 1 elemento. Sin embargo, este no es el caso: el ideal (2,1 + 1/=5) no es principal. Ya que
si g fuera su generador, g|2, por tanto N(g) < N(2) = 4, por tanto g serfa 1,—1,2 0 —2, y no puede darse
ninguno de estos casos ya que (2) € (2,1+ v/—=5) € Z[v/-5].

Por poner otro ejemplo, veamos que (3,1 + 1/—5) tampoco es principal: si llamamos a g a un hipotético
elemento con (g) = (3,1 + +/5), entonces como g|3 y g|v/—5, tenemos que N(g)|N(3) y N(g)|N(1 ++/=5), es
decir, N(g)|9 y N(g)|6, ergo N(g)|3. Como N(g) = a?+ 5b2, donde g = a + b\/=5, si N(g) = 3 solo puede ser
g = %1, asf que (3,1 ++/—5) serfa Og. Pero este no es el caso, ya que si hubiera elementos a,b € Z[v/—5] con
1 =3a+ (1+ +/=5)b, tendriamos que 1 — /5 = 3(1 — v/=5)a + 6, lo cual no pasa porque el primer miembro
no tiene coeficientes real e imaginario multiplo de 3. Un método similar puede usarse para comprobar que
(7,3 + +/=5) no es principal.

Ademsds, (3,1 4+ +v/—5) # (3,1 — v/=5), va que si tuviéramos que 1 — /=5 € (3,1 + /—5), entonces
1=3-(1++v-5)—(1—-+v-5)€(3,1++/-5), y ya hemos visto que eso no es cierto.

Sabiendo que (3,14 +/—5) no es principal, podemos usar la estructura de grupo de C para ver que (3,1—

v/—5) no es principal. Ya que, como (3) = (3, 1++/—5)(3,1—+/—5), tenemos que (3) = (3,1 + v—5) (3,1 — vV/—5).
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Si (3,1 — v/=5) fuera principal, tendriamos que (3,1 —+/=5) = 1, por tanto 1 = (3,1 +/=5) - 1, es decir,
(3,14 +/—5) serfa principal, y hemos visto que no lo es.

Vamos a estudiar entonces los elementos del grupo conmutativo Cx. Por lo dicho al principio de la seccién,
un conjunto de generadores del grupo vendra dado por las clases de 21 := (2,1++/=5),3; = (3,14++/=5),32 =
(3,1 —+/=5),51 = (vV=5),71 = (7,3 + /=5),7a = (7,3 — /=5),11; = (11) y 13; = 13. Adem4s no es dificil
comprobar que todos estos ideales son distintos dos a dos, comprobando que el ideal generado por cualesquiera
dos de ellos es 1. 571,117 y 137 son principales, osea que sus clases son el elemento 1 de Ck.

Por tanto Cy esta generado por 21,31, 32, 71, 72. Para estudiar la estructura del grupo habrd que intentar
estudiar la relacién entre sus elementos. Por las igualdades de ideales que hemos visto ((2) = 2%,(3) =
3132,...), tenemos que:

.21 :1
313 =1
o7 -Ta=1

Vamos a buscar més relaciones. Por lo visto, el ideal (6) factoriza como 2%3;32. Ademds, (6) = (1 +
v=5)(1—+/=5), por tanto los factores 22313, se reparten entre (1++/=5)(1—+/=5). Como ademds est4 claro
por sus definiciones que 21 |(14+/—5), 31|(1 —v/—5), 21|(1 —+v/=5), 32|(1 —+v/—5), se dard que (1++/—5) = 213,
y (1 — V/5) = 213,. Por tanto:

=1

Ly
<

[ ) 21 . 32 = 1
Un planteamiento similar usando el ideal (14) = (3++/=5)(3—+/—5) en vez de (6) = (1++/—5)(1 —+/=5)

nos lleva a que:

2

~771:1

© 2 Tz=1

Ya tenemos suficiente para concluir que el grupo C'k tiene de hecho 2 elementos: basta ver que 21, 31, 32, 71, 72
son todos iguales. Esto se deduce de las relaciones que hemos ido deduciendo: como 1 = ZQ =2,-31=2,-3 =
21 - 71 = 21 - 75, dividiendo entre 2; en las igualdades tenemos que 2; = 31 = 33 = 71 = T2. Asi que Ck estd
generado por 2;. Como 2; tiene orden 2, al no ser principal y cumplir 272 =1, ya lo tenemos:

El grupo Cq,/=5) tiene dos elementos. Por tanto Z[+/—5] no es un DIP, y de hecho es directo comprobar

que no es un DFU, ya que 2-3 = 6 = (1++/—5)(1—+/—5) son dos factorizaciones distintas de 6 como producto
de irreducibles.

En el ejemplo anterior, ambas factorizaciones de 6 tienen 2 factores. Esto se puede generalizar:

Teorema 5.32 (Carlitz). Si hx = |Ck| = 2, entonces para cualquier o € O, cualquier factorizacién de «
como producto de irreducibles tiene el mismo niimero de elementos.

Demostracion. Consideramos la factorizacién de («) (dnica) en ideales primos,

(@) =p1...psT1 ... T,

donde los p; son principales y los 7; no lo son.
Ahora, sea o = o ... «, una factorizacién de o como producto de irreducibles. Los ideales («;) tendran
en su factorizaciéon como producto de ideales primos algunos de los p; y los m;. En concreto:

e Si (a;) es maximal, entonces (o;) = (p;) para algin ¢, ya que no puede ser ningin 7; al no ser principales
estos ideales.

59



e Si (a;) no es maximal, (a;) serd un producto de los 7;, ya que ningin p; puede dividir a (a;): en ese
caso tendriamos que (c;) € (p;) al ser (a;) no maximal, por tanto «; serfa el producto de el generador
de p; y un elemento no unidad.

De hecho, () es producto de exactamente dos de los 7;: (a;) no puede ser ningtin 7; al ser principal,
y si (oy) fuera producto de 3 o mds de los 7;, tendriamos que (a;) = m;,m;, 1, para ciertos i1,ip e I
ideal propio de Ok. Sin embargo, como |Ck| =2 y 7;,, T, no son principales, su producto es principal,
generado por cierto elemento g. De modo que («;) es g por un elemento de I, es decir, no es irreducible:
contradiccién. De modo que (a;) es producto de exactamente dos de los ;.

Concluimos entonces que para cualquier factorizacion o = a1 ... au,, y su correspondiente factorizacion de
ideales (a) = (a1) ... (), habrd algunos «; tales que (a;) es uno de los p; (en concreto, hay s de ellos) y
otros «; tales que («;) es de forma 7;, 7;, (en concreto, habréd % de ellos). De modo que cualquier factorizacién
de « como producto de irreducibles tiene el mismo nimero de elementos, s + % O

Esta demostracién del teorema y una de su reciproco, que también es cierto, puede encontrarse en [4].

Es conocido que todo dominio euclideo es un DIP. Sin embargo la implicacion reciproca es falsa: hay DIPs
que no son dominios euclideos. El siguiente ejemplo es uno de ellos.

Ejemplo 5.33. Vamos a calcular Ck, con K = Q[v/—19]. Por lo visto en[4.10} Ok es Z {Hi {19} Una base

entera de este anillo es {1, 1ty-19 szlg} Llamamos o = V=19 {19. Como en los ejemplos anteriores obtenemos

My, en este caso resulta que My = 16, igual que en K = Q[v/—5].

De modo que de nuevo, buscamos ideales primos P con 16! € P, asi que igual que antes, tendremos que
p € P, para algun primo entero p < 16. Se puede comprobar que los ideales maximales (distintos) que
obtendremos mediante este procedimiento son:

° °

= =
w =
— —

Il Il
— —
= =
w —
= -

Es instructivo ver una forma de comprobar que (13) es ideal maximal. Si no lo fuera, estarfa contenido en
algiin maximal P, y podriamos coger cierto 5 € P\ (13). N(f) es un entero, y estd en P por ser miltiplo
de 8. Por tanto 13|N(f), ya que si no 1 seria combinacién entera de 13 y N(8), y sabemos que 1 ¢ P.

2 2

Expresando 8 = a + ba, podemos calcular que N(5) = (2a7b)+19b. Por tanto como 13|N (), tendremos que

13[(2a — b)? 4+ 19b2. Si b =13 0, por la ecuacién anterior tendriamos a =;3 0, por tanto 3 serfa miltiplo de 13,
2

lo cual no es cierto. Por tanto b # 0. Asi que en médulo 13 tenemos la ecuaciéon —19 = @ab%b). Es decir,

—19 = 7 serfa un residuo cuadratico médulo 13. Esto no se cumple, por tanto tenemos una contradiccién y

(13) es maximal. Se puede ver que (2),(3), (11) son maximales de forma similar.

Si comprobamos que los ideales (5, a), (5, — 1), (7,a —2) y (7, + 1) son principales, ya tendremos que
todos nuestros ideales P maximales con 16! € P son principales, por tanto el grupo Cgk sera trivial, y ten-

dremos que Z {Hi {19] es un DIP.
Empezamos por (5,«). Este ideal es principal, ya que |a|] = a@ = 5, por tanto 5 € (a), por tanto

(5,a) = (). Visto esto, estd claro que (5, — 1) es principal, ya que el producto de las clases de (5,«a) y
(5, — 1) es la clase de (5), que es la identidad en Ck.
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De igual forma vemos que (7, + 1) = (e + 1) ya que |a + 1| = 7, y también como antes, como (7, + 1)
es principal y (7, + 1)(7,a — 2) = (7) es principal tenemos que (7, « — 2) es principal.

De modo que hemos demostrado que R = Z [L {19} es un DIP. Ademads no va a ser dificil ver que este

anillo no es un dominio euclideo: Supongamos que ¢ es una norma euclidea en R, y sea x € R — {—1,0,1}
con ¢(x) minimo. Es decir, z no es una unidad pero cualquier elemento con norma menor que la de z es una
unidad. Por tanto por definicién de norma euclidea podemos expresar cualquier elemento de R como ax + r,

con r € {—1,0,1}. Esto quiere decir que % tiene como maximo 3 elementos. Esto implica que alguno de
los ndmeros 1,2,3 tiene que estar en (x), ya que si 1,2,3 no estuvieran en el ideal, sus diferencias (que son
+1,42) tampoco estarfan en el ideal y por tanto tendrlamos junto con el 0, 4 elementos dlstlntos de 7)
Obviamente 1 no estd en x, y como 2,3 son primos en R solo tendriamos las opciones (z) = (2) y

9

(3);

(z) =
las cuales descartamos ya que @ ) tiene 4 y 9 elementos respectivamente en esos casos. Por tanto Z {H' v }

es un DIP que no es un dominio euclideo.

Introducimos sin demostracion otro teorema que nos permite ahorrar muchos célculos al trabajar con el
grupo de clases para estudiar si un anillo de niimeros es DIP. Usando la definicién

Teorema 5.34. Todo ideal de O es equivalente a un ideal J tal que

s (2) 2 v

™

donde 75 se define asi: si n es el orden de K/Q, habrd un nimero r; de inmersiones o tales que o(K) C R,
y un nimero par 2ry de inmersiones complejas, tales que o(K) ¢ R. Este ntimero es par ya que si o es una
inmersién con o(K) € R, el conjugado de sigma, 7(z) = o(x), también lo es, y es distinto a o.

5.4 Normas de ideales

Definicién 5.35. Definimos la norma de un ideal no nulo I C Ok como N(I) = |OTK}

En cuerpos de enteros, la norma de un ideal siempre serda un nimero natural.
Vamos a ver propiedades que cumple la norma. Este concepto serd importante:

Definicién 5.36. Decimos que dos ideales I, J son comaximales si I + J = (1).
Proposicién 5.37. Si I +.J = (1), entonces I* + J7 = (1) para todos i, j.

Demostracion. Tenemos que 1 = a + b para ciertos a € I,b € J. Elevando a i + j, tenemos que:

o i+7 i+ q o i it i+j it o
e B (s (o § (e

k=0 k=0 k=i+1

En la anterior suma, el primer sumando es miltiplo de b’, por tanto estd en J7, y el segundo sumando es
multiplo de a’, por tanto estd en I*. Por tanto 1 € I" + J7. [

Proposicién 5.38. Si I+ .J = (1), entonces I NJ =1J.

Demostracion. 1J C I N J siempre se cumple para I,J ideales cualesquiera, ya que IJ C IO = I,y
IJCOgJ=J. Ademss, si I +J = (1), hayi € I,j € J con i+ j = 1, por tanto para cualquier x € I N J,
r=zl=xi+axje€ll. O
Proposicién 5.39. Si I + J = Ok, entonces N(I)N(J) = N(1J).

Demostracion. Por la definicién de norma, nos basta ver que O—fj y OTK X OTK tienen el mismo ntimero de
elementos. Consideremos la siguiente funcién:

Ok ., Ox

OK — XT,
r+J)

T
x = (x+1,
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esta funcién es un homomorfismo de anillos, y su nicleo es claramente I NJ. Ademds sera sobreyectiva: dado
un elemento (y + I,z +J) de 2 x 2k existe z con (x + I,z + J) = (y+ I,z + J). Para comprobarlo basta
coger r = a1z +asy, donde a; € I,a2 € J ya;+as =1. Eneste caso, x+1 =a1z+ay+1 =ay+1=y+1,
donde la ultima igualdad viene de que y — asy = a1y € I.

Por tanto el homomorfismo induce un isomorfismo % OTK X OTK. Asi que por la proposicién anterior,

INnJ=1J. O

Vamos ahora a centrarnos en la factorizacién de ideales de forma pOg, con p € Z entero.

Definicién 5.40. Sea P ideal maximal, I ideal en Og. Llamamos e(P|I) al mayor nimero entero e tal que
P¢|I (en caso de que P I, e(P|I) =0).
Llamamos e(P|Z) = e(P|P N Z).

Ahora, sea P un ideal primo de O. Llamamos p al primo entero con PNZ = pZ. Sabemos que O /(p) es
un cuerpo finito. Podemos considerar el homomorfismo de anillos Z — OTK dado por m — m + P. Su ntcleo
sera pZ, por tanto el homomorfismo induce una inclusién

Z Ok
— = —;n—n+P
pZ P
en concreto, como %Z es un cuerpo, esto da a OTK una estructura de espacio vectorial sobre p% (con producto

escalar m(a + P) = na + P).

Definicién 5.41. Llamamos grado de inercia de P sobre Z, f(P/Z) o f(P/p) al grado de la extensién
Ok . Z
(5« 2z]-

Nuestro préximo objetivo serd probar que, dados p primo entero y K cuerpo de nimeros, con [K : Q] =n
y (p) factorizando como (p) = []i_, P{*, entonces se cumple que n =Y _._, e, fi, siendo f; = f(P;|p).

Proposicién 5.42. Si P es un ideal primo de O, entonces N(P) = p/(PIp),

Demostracion. Ok /P es un espacio vectorial de dimensién f sobre Z/pZ, asi que tiene pf elementos. Por
tanto N(P) = |Ox/P| = p’. O

Proposicién 5.43. Si P es un ideal primo de O y m € Z, N(P™) = N(P)™.

Demostracion. Usamos inducciéon. El caso m = 1 es la proposiciéon anterior.
Suponemos entonces que N (P™~1) = N(P)™~1. En primer lugar P™ C P™~! siendo P™~! ideal de O (por
haber factorizacién tnica de ideales). Tomemos o € P™~1\ P™ de modo que P™ C P™ + (a) C P™ 1y
veamos que entonces se cumple que P™ + (a) = P™~ 1.
Esto pasa por que como P™YP™ + (a) y P™ + («)|P™, habrd ideales I,J con P™ = I[(P™ + (a)) y
P™ + (a) = JP™ L. Por tanto P™ = IJP™ !, es decir, P = I.J, por tanto al ser I no trivial y P primo,
J = Ok, asi que en efecto P™ + (o) = Pm~ 1.

Ahora, P™~1/P™ es ideal de OF /P™ luego, usando los teoremas de isomorfia:

O /P™ Ok P e 1
=~ N(P™)= N(P™ = N(p)" N = N(p)™
s~ s = N(P™) = NP | S | DN ) N ) = N
En la igualdad (%) hemos usado la definicién de norma, la hipétesis de induccién y que ‘L ;,:1 = N(p),

demostrémoslo: N
Definimos la aplicacién ¢ : Og — P%mm) tal que ¢(8) = Ba + P™ Va € Ok. Conserva sumas pues

¢(Br+ B2) = (B1 + B2)a+ P™ = fra+ P™ + focr + P™ = ¢(B1) + ¢(B2)-

Es sobreyectiva, un elemento en P™ + («a) es fa 4+ con v € P™ luego al cocientar nos queda Sa.
Ademds, B € ker¢p & Ba € P & (B)(a) C P™ & P™|(a)(B). Recordemos que aw € P™~1\ P™ luego
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P|(B), que sucede cuando 8 € P luego ker ¢ = P.

Por tanto
Ok - pm-1
p = pm
, m—1 19
ASlque‘% :|TK|:N(]9)7 O
Teorema 5.44. Si tenemos un ideal I C O con factorizacién en primos P/™* - ... P™ entonces N(I) =

N(P™).....N(P™).

Demostracién. Tenemos que N(I) = N(P[™)-....N(P) por[5.39] ya que por los P son comaximales
dos a dos. Ademas, por la proposicién anterior N(P;") = N(P;)™, y hemos acabado. O

Corolario 5.45. Si I, I’ son ideales en Ok, N(II') = N(I)N(I"). O
Corolario 5.46. Si P es primo en Ok y con la notacién anterior, N(P™) = p/™.

Proposicién 5.47. Sea o € Og, K = Q(v) con K/Q de Galoisﬂ Entonces

N ((@)) = [Nk /o(a)]

Demostracion. Recordemos que Nk /g(c) = []o;(cr) donde las o; son las inmersiones.
Asi que

Mira(@l" = | s = oo
X = = =
& (INx/a(@D |~ [(o1(@) .- on(@)])
| |
Tl T | = New(@)) - N((on(a)))
’(Im(a)l) (lon(e)l)
Veamos ahora que N((o;(a))) = N((«)). Como las aplicaciones o; son automorfismos o; : K — K, con
0;((a)) = (04(a)), o; induce un isomorfismo entre cocientes (TK) — ((;I((T))v por tanto | 75| = % , es decir,
N((o1(a))) = N((a)).
que restringida a o; : K — K también lo es luego («) — (o;(e)) y entonces % es isomorfo a % luego
tienen el mismo nimero de elementos y sus normas coinciden. En consecuencia:
[Nk /g(@)[" = N((o1(@))) - ... - N((on(@))) = N((@))",
y se cumple el enunciado. O

Teorema 5.48. Sea n la dimensién del cuerpo de nimeros sobre Q. Entonces n = Y._ e;f;, pOx =
Pt P,

Demostracion. Tenemos que

p" = N(pOk) = N(P{*...Pfr) = N(P{')...N(Pfr) =pher . plrer = pXizieili o n =) e fs.
i=1

Ejemplo 5.49. Sea n = 2, cuerpo cuadratico. Entonces cada primo p puede descomponer de dos modos:

Pt r=1lea=2 fi=l N(P)=p'=p, F=~2
pOg = PP r=2 e =e=f=f=1, N(Pl):p7 OPI: zp%
Pl 7'217 61:17 f1:2 N(Pl):p2 OP}f%Isz

1Este tltimo requisito es para que la demostracién sea més presentable. Realmente la igualdad se da aunque la extensién no
sea de Galois. Por tanto, dado un ideal maximal de norma p € Z primo. Si encontramos a € K de norma p, sabemos que el ideal
es principal y estd generado por a.
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Ejercicio 5.50. K = Q(v/d), d =4 3. Clasificar los ideales pOf.

Demostracion. Si d =4 3, podemos coger de base entera {1, = \/&}7 con discriminante dx = 4d.

20K =23, 2y = (2,a+1). Pues 2 = (14+a)((1+a)—2)+325% -4y (2,14 a)?((2) pues 222, 2(1+ ), (1+a)? =
1+d+2a.

Sea ahora p > 2. Si p|dj, = 4d entonces p|d. Entonces

pOg = P12, P, = (p,a),

ya que obviamente PZ C pOg y ademés p € P2, ya que p = med(p?, d) por ser d libre de cuadrados, por tanto
p es una combinacién entera de p? y d, que estdn en P2,

d
En el caso de que ptd y que () = 1 tendremos que
p

pOK :P1P27 Pl = (p7a+a)7 P2 = (p,a—a)
donde a? = d méd p. Vedmoslo, existe k, : d — a® = pk,. Entonces
P1P2 = (p,Oé + a)(p,Oé - a’) = (pQ,p(Oé + a),p(a - a’)ad - a’2) = (p272pa72pa7kap) = (p)(p,?a,Qa, ka)

Sabemos 1 € (p,2a,2a,k) pues p 1 2a ya que si lo hiciese se tendrfa que p?|4a? = 4(d — pk,). Ademés
(p,a+a) # (p,a — a), si los ideales fuesen iguales a + a y o — a se encontrarfan en el mismo ideal maximal y
2a también. Al ser p impar 2 no estarfa en el ideal luego a tendria que estar en (p) pero a? = d médp luego
d =, 0y p dividiria a d.

d
Por ltimo, si p1d y que () = —1 se tendrd que pOg = P;, veremos este caso generalizado en [5.52, [
p

Ejemplo 5.51. Fijémonos en que la cantidad de primos que dividen a d es finita. Para los que no dividen a
d vemos que podemos determinar pOk segun la ley de reciprocidad cuadrética:

()-G)-(5)

3\ (P p=1 _
(p>1<:>1(3)( )5 & p=11,9,11

Sid=3= dg=12:

5.5 Lema de Kummer. Ejemplos

Lema 5.52 (Kummer). Sea K = Q(«), a € Ok cuerpo de numeros, y sea p primo entero que no divide a
m := [Ok : Z[a]]. Denotemos por ¢ := ming(«) € Z[x]. Sea § € Z,[x] el polinomio g médulo p.

Escribimos § = g7* ... g™ descomposicién en polinomios irreducibles en Z,[z], con g; € Z[z] ménico y tal que
g; modulo p es g,. Se cumplen:

e i) P, :=(p,gi(a)) esideal maximal de Og Vi=1,...,7.
e iii) pOx = Py ... P,y el grado de inercia f(P;/p) es de hecho f; :=grg;.

Demostracion de[5.53. Haremos 3 afirmaciones, demostraremos el lema a partir de ellas y luego las de-
mostraremos:

e a) P,=0k 60k/Pi=F,n, fi=2gr(g)
Ob) R+P]:OKVZ7£]
e ¢) pOg|P/...P.
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a)+b)+¢) = Lema Usando a) y reordenando los P; si fuese necesario sabemos que
Py, ..., P, son maximales mientras que Ps41 = ... = P, = Ok.

Como P; = (p, gi(a)) D pZ tiene sentido calcular f(P;/p) = f; = gr(g;) pues Ok /P; = F s, parai=1,...,s.
Para ¢ > s no tenemos ideales maximales, no tiene sentido considerar el grado de inercia asi que los vamos a
ignorar.

Por b) sabemos que P; y P; son comaximales para ¢ # j. Aplicando c) :

pOK|P .. P = PSP Ok ...Og|PS ... P2,

Asi que si factorizamos pOg, queda

’

pO = P' ... P5*, el <e,.

Observemos ahora ¢) :
Pe L P = pOxT
Veamos que €, = e;.
En primer lugar, n =€} f1 + ... + €. fs.
Por otra parte, n = gr(g) = e1f1 +...erfr =

0=(e1 —€e)fi+...(es —€)fs+essi1for1+ .. erfr

En la igualdad anterior todos los sumandos de la derecha son > 0, por tanto todos son 0. Es decir, r = sy
e, =¢; Vi=1,...,s (yaquelos f; son > 0). De r = s y que son comaximales se deduce i), y por lo que
acabamos de ver ya tenemos i¢), por tanto ya hemos demostrado el teorema a partir de las 3 afirmaciones.
Vamos ahora a probarlas.

a) Consideremos ¢ : Z[z] — Z,[z]/(g;) tal que ¢(h) = h + (g;).
Es homomorfismo de anillos unitarios suprayectivo. Ademds Z,[x]/(g;) ~ s, pues un elemento de Z,[z]/(7;)
es de la forma

Go+az+...+ama™ + (g;)

donde m + 1 = gr(g;), luego tenemos p™ = pfi elementos.

Por otro lado, Z,[x] es dominio de ideales principales, (g;) es ideal principal y g, irreducible. (g;) es ideal
maximal luego Zy[z|/(g;) es cuerpo.

Calculemos ahora ker ¢. Tanto p como g; estan en el nucleo de ¢. Por tanto

(p, 9i) C ker ¢.
Sea ahora h € ker ¢, entonces h € (g;) =
Jk1 € Z[x] : h=kig; = Tk € Zlz]: h— kig; = pka = h = kig; + pk2 € (p, g;)
Asi que ker ¢ = (p, g;) luego por el teorema de isomorfia

Zlz]
ker ¢

~F, 5, = ker ¢ es ideal maximal.

Ahora definimos ¢ : Z[z] — O /P; como 1(h) = h(a) + P; homomorfismo de anillos.
Ahora, (p,g;) C ker pues

vp)=p+P=PF,  ¥(g)=gi(a)+ P =P
Pero entonces (p, g;) C ker) C Zp[z] con (p, g;) ideal maximal asi que

(p,gi) =keryp 6 kertp = Zx]
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ahora veamos que v es sobreyectiva, para ello tenemos que ver que O = Z[a]+ P;, es decir, que todo 8 € Ok
puede expresarse como h(«) + 7, con h € Z[z], v € P;

Veamos de hecho algo un poco més general: que Z[a] + pO © Op. Si demostramos eso tendremos que
Ok = Zla] 4+ pOk C Zla] + P; C Ok, por tanto Ox = Z[a] + P;.
Demostremos entonces (). Claramente
Z]a),pOk C Zla) + pOk C Ok

El cociente poo—fj( tiene p™ elementos. Ademds, ptm = [Ok : [a]]. Sea s = [Ok : Z|a] + pOk], s|p™, m asi que

s = 1. Es decir: Z|a] + pOx = Ok y por tanto 1 es sobreyectiva.

Seguimos con (p, g;) = ker ¢ 6 ker ¢ = Z[z].

o Sikerp =Z[z] = 24~ % = Ok =P,

Z|x)
e Sikery = (p,g;) = (IZJ,[;J) ~ %{. Pero (i[;]) ~ Ty

b) Tenemos que ver que 1 € P, + P;, i # j:
P;+ Pj = (p,gi(), gj ().
Sabemos que g;, g; € Zp[x] irreducibles distintos. Como Z[z] es un DIP, la identidad de Bezout nos dice que
1= higi +hjg; = 1= higi + hjg; + phij,
para ciertos h;, hj, h;j € Z]x]. Ahora sustituimos « :
1 = hi(a)gi(a) + hj(a)gj(a) + phij(a) € (p, gi(@), g;(a) = P; + P;.

Luego P; + P; = Okg.

¢) El objetivo es ver que pOk|Py* ... P¢r. En primer lugar:

Pt P = (p,g1(a)? . (p, gr(a) = (pﬁl, ey DB, H gf) (Para algunos 1, ..., B)
i=1

Es decir, si escribimos el producto como lista de generadores, todos ellos seran de la forma p por algo menos
T

uno: [ g7 :
=1 - _ —e, __ €1 er
9=91 -9 = g=gi'...g;" +ph, h €Lzl

Sustituyendo « :

0=yg(a) =g7"(a)... 97" (o) + ph(a) = ¢7*(a)...g7" (a) = —ph(a).

Luego
Plel "'Pfr = (pﬁlv"'ap/@kvl_[g?> = (pﬁlaapﬂka_ph(a)) = (p)(ﬂlv"'mﬁka_h) C (p) =
=1

POR| () (B, B —h) = P{1 .. P,
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El primer ejemplo de uso que veremos son algunos cuerpos cuadraticos.

Ejemplo 5.53. Tenemos a :=+v/d, d =3 méd4, dx = 4d, {1,a} base entera por m
Al ser base entera tenemos que [Of : Z[a]] = 1 asf que con este a y con g = 22 — d podremos trabajar con
todo p primo.
Sip=2:

=22’ +1= (z+1)2?= 20Kk = (2,a+1)? f=1, e=2.
Si2<p:
En el caso de que p|d se tiene que

g=p 2> = pOx = (p,a).

Ahora, si p{d tenemos dos opciones. Supongamos que d es residuo cuadrdtico médulo p, luego Ja € Z :

g=2 (z —a)(z +a) = pOk = (p,a+a)(p,a—a), (p,a+a)# (p,a—a)

Por ultimo, si p t d y d no es residuo cuadratico se tiene que g es irreducible luego pOx = (p,0) = (p) maximal,

f=2.
Ejemplo 5.54. Sea d =2 méd4, K := Q(Vd), dx = 4d, {1,/d} es base entera luego Ox = Z[V/d).

m&n(\/&) =22 —d
Sea ahora p € Z un primo:
e Sip=2= 22 —d=y2?=20K =23, 2, =(2,Vd).
e Sip>2 pld= 2?—d=,2*>= pOx =pi, m :(p,\/ﬁ)_
d
e Siptd, <p> =1= 2°—d=, (z—a)(x+a), a®* =,d = pOx =pip2, p1 = (p,x—a), p2 = (p,z+a).
Supongamos que p; = pa = p|2a, como p es impar pla = p|d llegando a un absurdo. Asi que p; # ps.
d
e Siptd, (p) = —1= 2% —d € Zp[z] es irreducible luego: (p) es maximal ya que pOx = (p, \/aQ —d) =

(p)-

Calcular los grados de inercia es inmediato. Y mediante la ley de reciprocidad cuadratica podemos clasificar
los primos en series aritméticas, por ejemplo con d = 6 veamos qué pasa con p # 2,3 primo:

()= () ()= 0= Q== o= (5 - o ()
Estudiemos cudndo <2> =1:

. Q\I’Z‘T_l + p%l y p =3 0, 1. Nos fijamos en que

2 =

pP—1 p—1 p—1/p+1
8 2 2

+ 1) & 16[(p—1)(p+5).

p es impar, asi que 2|p—1, p+5 luego necesitamos que 4| ”2;1 p—;f’. 2 no puede dividir a ambos factores pues
# - pT_l = 3, asf que si divide a uno de ellos no puede dividir al otro. Por tanto, si 4\% = p=gly
si 4|¥ = p=g —>5.

De esta forma tenemos las opciones p = 1,3,9,19 mod 24.

2
e 2¢ % + prl y p =3 2. Ahora buscamos que 4 { %Lf as{ que p =g 5,7. Por tanto se tiene que
P =24 5, 7
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6
De esta forma () =1 p=941,3,5,7,9,19.
p

Ejemplo 5.55. Ahora sea d = 1 méd4, dx = d, {1, 1*‘/3} es base entera. Para calcular el polinomio

2
1—1—\/(3
T = 3

minimo:

= 2 —1=Vd=4a*—da+1=d=

1 d 1—-d
min( +2f> =2’ —x+ —.

Q 4
Este polinomio no es cémodo para trabajar asi que seguiremos otra estrategia.

Sabemos que {1,v/d} no es base entera, calculemos [Og : Z[v/d]].
Para hacerlo tomamos {1, a} base de Og con a := %. Queremos obtener con ella una base de Z[/d] :

{1,2a} = {1,1 + Vd} base de Z[Vd.

De esto deducimos que:
Ok Z® ol 7 ol
= N =D —= R L.
Z[\/&] 7Z®2a7 7~ 2o

Asi que [Ok : Z[Vd]] = 2.
Fijandonos en la enunciacién del lema de Kummer, podremos usar ¢ = 22 — d para todo primo p # 2 pues
p no debe dividir a [Ok : Z[V/d]] con g = ming(v/d). De modo que este caso se resuelve como en el ejemplo
anterior. Por tanto la clasificacién para p # 2 es exactamente igual que antes. Veamos ahora qué sucede si
p=2:
Tenemos

9 1—-d _ 224+2x+1 si d=5 moéds

- { z(x—1) sl d=; mé6d8

2% 4+ 2 + 1 es irreducible luego

21, f1=2 si d=5 mod8
20K =9 9,9, 92, = (2, 1+2ﬂ), P (2%“3) si d=,; méds

Hemos estudiado las extensiones cuadraticas. Veamos alguna ctbica ya que la cosa se va a complicar.

Ejercicio 5.56. Sea K = Q(a) con a® —a—1=0y a € R. Aqui n =3, A(1,a,0?) = —23 = d.
Sabemos que O = Z[a], veamos cémo descompone 230k . Para ello factorizamos médulo 23 :

23— —1=93 (x —3)(2? + 32 +8) =3 (xz — 3)(z — 10)2
Asi que
230K = 23,232 donde 23, = (23, —3), 232 = (23,a — 10).

Ademéas, e; =1, ea =2, f1 =1, fo=1.
La extension no era de Galois pues solo estamos metiendo una raiz real mientras que x
dos raices complejas pues el discriminante es negativo.

3 — z —1 tiene también

Ejemplo 5.57. Ahora veamos Q(¥/2) C R. Vimos que A(1,a,a?) = —22-3%, Og = Z[a] tomemos g =
3 —2€Zlx:

o 20K =23, 2, =(2,0).
(] 301{23?, 312(3,Oé+1).

3-11 =33 =10.
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pipeps e1=ex=e3=fi=fo=f3=1 si p=31, p=C?+27D? C,D € Z(ver 3.2).
e p#£23= pOk = P1 e1=1, f1i=3 si pEgl,p7é02+27D2, vC,D € Z.
P12 e1=e =1 fi=1, fo=2 si p=32.

5.6 Ramificacién. Ejemplos

Definiciéon 5.58. Decimos que un primo entero p ramifica en K si en la factorizacién como producto de
primos, (p) = P{*...P¢r, hay algin e; > 1.

Teorema 5.59. Sea K cuerpo de ntimeros con K/Q de Galois, sea p primo entero. Entonces, si pO factoriza
como pOg = P{'... Pt entonces e = --- = e, y f = --- = f,. Llamando e y f a estos valores comunes,
tenemos que n = ref.

Demostracion. Denotemos por G = Gal(K/Q) = Autg K = {01,...,0,} donde n = dim(K/Q). Queremos

ver que G actia transitivamente sobre {Py,...,P.}. Es decir, queremos ver que los P; son ‘iguales salvo
automorfismo’. Desde ahi no sera dificil probar que ey =--- =e, y que f; =--- = f..
Primero veamos que G actia sobre {P,..., P.}. Dado cierto P; y 0 € G, o(P;) serd un ideal maximal

(por serlo P; y por ser o un automorfismo) y ademds, de nuevo por ser o automorfismo y cumplirse que F;|(p),
tenemos que o(P;)|o((p)), y como o((p)) = (p) (va que o fija los racionales), tenemos que o(P;)|(p). Por tanto
o(P;) es maximal y divide a (p), de modo que es uno de los P;. Por tanto tiene sentido definir la aplicacién

@ GX{Pl,...,PT} — {Pl,...,PT}
(o, P) — o(P)

Veamos que efectivamente se trata de una acciéon de G sobre el conjunto de ideales P :
o o(idg, P) = idg (P) = P.
* (01002, P) = (01002)(P) = 01(02(P)) = p(01,9(02, P)).
Asi que G actiia sobre {Py,..., P}.
Ahora queremos ver que se trata de una accién transitiva, es decir, dados P,P’ € {P;,...,P.} 30 € G :
P’ = ¢(P). Usaremos reduccién al absurdo.

Supongamos que existen P, P’ € {Py,..., P} tales que para toda o € G : P’ # o(P). Consideremos ahora el
conjunto {P’,0(P): o € G}. Por el teorema de los restos:

a=0 méd P’

30460}(1{ a=1 médo(P)VoeG

En primer lugar, a € P’, en segundo lugar a ¢ o(P) ya que si o« € o(P) = 1 € o(P) = o(P) no seria
maximal. Asi que, al ser o automorfismo:

o a)g o oo(P)=P Vo € G, por tanto o(a) € P Vo € G.
Llegaremos ahora a la contradicciéon. En primer lugar

)

Ngjg(a) € () € P'= Ngjg(a) € PNZ=pLC P.

(*) se cumple porque P’ NZ es ideal primo de Z y P'|pOk, ergo p € P, ergo p € P’ NZ, ergo P' NZ = (p).
Ahora, sabiendo que N g(a) € P :

Nk jgla) = H ola)= JoeG: o(a) e P
oeG

Pero habfamos dicho que o(«) ¢ P Vo € G. Hemos llegado a una contradiccién y por tanto ¢ es transitiva.
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Sean ahora P;, P; con i,j = 1,...,r y consideremos o € G tal que P; = o(P;). Entonces, o es automorfismo
en K pero también en O y como p € Z C Q se tiene que o(p) = p luego:

oc(pOk) =pOx = P{* ... P,

Pero también:
o(pOk) =o (Pt ...P") =o(P)* ...0(P.)°".

Ahora, o : {Py,...,P.} = {Py,..., P.} es inyectiva luego, al tener O descomposicién tinica en ideales primos
llegamos a que
€4 . .
Py =o(P;)" = P

Fijamos por ejemplo i y vemos que e; =¢; Vj=1,...,rluegoe:=e; = ... =e,.
Ahora, f; = dimg, (%—’?) luego

. 10, . 0 ) . o
fj = dlmZp (;:) = d1mZp (U(g)) (:) dlmZP (Pf) = fz

Con el mismo argumento de antes llegamos a que f:= f; = ... = f.. Veamos (*x) :

La aplicacién o : Og — Ok lleva el ideal maximal P; en el ideal maximal P;. Entonces la aplicacién o : OP’? —
%—I; tal que 8+ P, — o(8) + P; es isomorfismo:
Hay que ver que estd bien definida y directamente tomamos ! para terminar antes.
Ahora, usando se tiene que
n n
n= Zeifi = Zef =ref.
i=1 i=1
O

Proposicién 5.60. Si p ramifica en Ok, entonces p|dg.

Demostracion. Si p ramifica podemos escribir, para cierto primo P divisor de pOg que tiene indice de rami-
ficacién > 1, pOx = PI, donde cualquier primo @ cumple que QpOx < Q|I. Ademds PI C I pues si se
tuviese PI = I = P = Ok tachando I.

Sea o € I\ PI = I\ pOg. Tomemos una base entera de Ok : {a1,...,a,} v expresamos « en esa base:
a=aja; +...+ apan, a; € Z. Entonces, reordenando si fuese necesario p 1 a;. Definimos of := «:

Ao}, ag, ..., an) = d?A(ay, ..., a,) = d2dg.
Supongamos ahora que p|A(af, ag, . .., ay). Entonces plady, por tanto p|dx. Asf que veamos que p|A(at, as, . ..
Por {47}
2
o1(a) oi1(ag) -+ or(ay)
Ala],ag,...,qn) = : : ) :
on(@) onp(ag) -+ oplan)

Pasamos a considerar K*, el cierre de Galois de K. Los o; tienen una extensiéon a automorfismos K* por ser
K* extensién de Galois, por tanto podemos considerarlos como automorfismos de K*. Consideramos ahora
un ideal primo Q* de Ok~ que contiene a (p), por tanto (p) = QN Q* y definimos Q = Ok N Q*, que es un
ideal primo de Ok. Tenemos las siguientes inclusiones:

Q ¢ K
() € Q

Ademds, como « € I, a estéd en todos los primos que dividen a (p), por tanto o € Q C Q*. Es decir, a € Q*
para cualquier Q* primo de O~ sobre p. Por tanto, si o es un automorfismo de K*, o € o(Q*) (ya que o(Q*)
es primo de Ok~ sobre p). En concreto, a € O'i_l(Q*) para los o;, o equivalentemente:

K*
Q*

c
c

oi(a) € QF para todo i y para todo Q* primo de Ok~ sobre p.
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Ahora, atendiendo a la expresién que hemos dado de A(aj, as,...,a,) como determinante, vemos que
los elementos de la primera columna estan en Q* y el resto son elementos de Og~. Por tanto, desarrollando

el determinante por la primera columna, tenemos que A(af, as,...,a,) € Q*, para todo Q* primo de Ok~
sobre p. Pero ademds, A(aj, as,...,q,) es entero, por tanto A(af, asg,...,a,) € @*NZ = (p). Es decir, es
multiplo de p, como queriamos. O

Corolario 5.61. El nimero de primos que ramifican sobre un cuerpo de nimeros Og es finito.

Demostracion. Ya sabemos que el discriminante es un entero no nulo, por tanto finitos primos lo dividen. [

De hecho, enunciamos sin demostracion el reciproco del teorema anterior, que también se cumple:
Proposicién 5.62. Si p|dk, entonces p ramifica en Ok

También sin demostracién enunciamos el siguiente resultado de Dedekind:
Proposicién 5.63. Si K # Q es un cuerpo de ntimeros sobre Q, |dx| # 1.

Por tanto todo cuerpo de ntimeros distinto de QQ tendra primos que ramifiquen.
Ejemplo 5.64. Veamos cémo descomponen los primos en las extensiones ciclotémicas.

Sea ¢ primo y w = w, raiz g-ésima de la unidad. Sabemos que una base entera de K = Q|w] sobre Q viene
dada por (1,w,...,w?2), y que dg = (—1)L1571qq_2. Como [Ok : Z|w]] = 1, para usar m podremos usar

siempre el polinomio minimo de w, 29~ 4 --- + z 4+ 1. Vamos a ver cémo ramifica gq.
— a_ —
Tenemos que en Zg, 2971 + -+ z+1 == = (z — 1)97*. Por tanto

Ok = ¢* ", donde ¢; = (q,w — 1).

Como hemos visto que la norma de A =1 — w es ¢, tenemos que ¢; = (¢,1 —w) = (1 — w).

Pasamos a los primos p # ¢q. Estos primos no ramifican, ya que no dividen a dg, por tanto descompondran
como pOx = Py ... P, con los P; distintos, y de forma que rf = g — 1, siendo f el grado de inercia comtin a
los P; (ya que K/Q es de Galois). Asi que vamos a intentar averiguar quién es f. En concreto vamos a ver

que f es el orden de p € Zj. Es decir, f serd el menor natural tal que p! =, L.
Z[w]

Llamamos P = Pp, por ejemplo. Recordemos que f estd definido como la dimensién sobre Z,, de =g~. Por
tanto, f sera el numero tal que @ tiene p/ elementos, es decir, @ serd I,;. La extension finita @ /s

es de Galois (es separable y es el cuerpo de descomposicién del polinomio aP’ — x).
Ademés, tenemos el Automorfismo de Frobenius (definido en la primera seccién de estos apuntes),

qbp:@ — @;Q+PHQP+P.
Este automorfismo es generador del grupo de Galois de @ : Zyp, por tanto su orden es el orden de la extension,
que es f. Osea que como queremos comprobar que f = ||, nos basta ver que |¢,| = |p].

Por otra parte, sabemos que el grupo de Galois de Q[w]/Q es ciclico isomorfo a Zy. En concreto, los
elementos del grupo seran aplicaciones o, : Qw] — Q[w] con o4 (w) = w*, con a € {1,...,q — 1} = Z;. Por
tanto, como @ + o, es un isomorfismo de grupos, el orden |o,| en Gal(Q[w] : Q) serd el mismo que [p| en Zj.

De modo que el resultado que buscamos se reduce a ver que |o,| = |¢,|. Para ver esto bastard comprobar

k

que dado k entero, o,

es la identidad sii qb’; es la identidad. Vedmoslo:

k pk pk_
¢p:1@:zp — W 4+ P=w+P = W’ =puw

k
a]’,f =g = W' =w.

. k k . k k

Por tanto basta ver que si wP =p w, entonces w? = w. Pero, si wP =p w, entonces w? —w € P,y
o _ k_ o k_ . k_

multiplicando por w™!, w? ! — 1 € P. Pero, esto implica que w? ~! = 1, ya que si no w? ~!

primitiva de la unidad, y vimos antes al factorizar (q) que entonces (WP — 1) es un divisor primo de (g).

Por tanto no puede ser también un divisor primo de (p), ya que (p) y (¢) son comaximales. De modo que

seria raiz

k k
wP" =1 =1, por tanto w? = w y hemos acabado.
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Ejemplo 5.65. Un ejemplo concreto del ejemplo anterior: w = wy raiz séptima de la unidad.
Entonces, 70k = 7%, con 71 = (\) = (w — 1).
Para p # 7, tenemos pOg = Py ... P, con 6 =rf. f serd el orden de p en Z%, por tanto tenemos los casos:

e Sip=r;1, f=1,ergor =6,y pOx = PLPoP3P,P5Fs.
e Sip=;6, f=2,r=3, ergo pOx = PP, P;.

e Sip=;2,4, f=3,r=2,ergo pOxg = P P>.

e Sip=73,5 f=6,r=1, ergo pOk es primo.

Ejemplo 5.66. Consideramos la ecuacién z® = 32 + 13, vamos a buscar soluciones enteras. Trabajaremos
en K = Q[v/—13], que recordemos que tiene anillo de enteros Og = Z[v/—13], por ser 13 =4 1, con base de
enteros (1,v/—13) y discriminante —4 - 13 = —52. De modo que en el lema de Kummer, podemos usar el
polinomio 22 — 13 para cualquier primo.

Usando el lema con p = 2 no es dificil ver que (2) = 2%, con 2; = (2,1 + v/—13)?. Esto sirve para
demostrar que Z[v/—13] no es un DIP, ya que 2; no es un ideal principal, pues por tener 2% = (2) tenemos que
N(21)? = N(2), ergo N(21) = 2, y no hay ningin elemento de norma 2 en Ok. Como ser DIP y DFU son
equivalentes en anillos de enteros, Z[v/—13] no es DFU. Esto indica que no podemos resolver esta ecuacién
igual que resolvimos la ecuacién 23 = y? + 1 usando Z[i]. Veamos cémo nos las apafiamos.

En Z[y/—13], la ecuacién factoriza como z* = (y + +/—13)(y — v/—13). Esto se puede tomar como una

igualdad de ideales:
(2)° = (y +V-13)(y — V-13).

Pero (y +v—13) y (y — v/—13) son comaximales (es decir, primos entre sf), ya que si llamo I a su suma,
tenemos que 2v/13 = y 4+ /=13 — (y — /—13) € I, por tanto 26 € I, 2y = (y +v/—13)+ (y —V/—13) € I y
y? +13 = (y+/—13)(y — vV/—13) € I. Pero y no puede ser miltiplo de 13 en la ecuacién, ya que entonces 3
seria multiplo de 13 pero no de 132, y entonces, si y es par, 26 e y? + 13 son coprimos y 1 € I. y no puede ser
par porque entonces tendrfamos z3 =4 2, lo cual es imposible. Por tanto 1 € I 'y (y +/—13) y (y — vV/—13)
son comaximales.

De modo que como (z)? = (y + vV—13)(y — vV=13) y (y + vV—13), (y — v/—13) son coprimos, ambos son
cubos. Sea J el ideal tal que (y + +/—13) = J3. En principio J no tendria por qué ser principal, pero vamos
a ver que de hecho va a serlo.

En general vamos a estudiar el grupo de clases C'. Para ello hacemos uso del oh tan poderoso teorema
5.34] que en este caso nos dice que J es equivalente a un ideal J’ con

N(J') < <4> %@: 2‘/75>2 < 5.

™

Es decir, N(J') < 4. Por tanto Ck estard generado por ideales primos de normas 2,3 y 4. Los ideales de
norma 2 dividen a (2), por tanto solo tenemos el ideal 2; de antes. Los ideales primos de norma 4 dividen
a (4), por tanto dividen a (2), y de nuevo solo tenemos 2;. Por ltimo tenemos los ideales de norma 3, que
dividen a (3). Como 2% +13 =3 2% + 1 es irreducible médulo 3, (3) = 3; es primo. Por tanto C estd generado
por 21 y 3;. Como 3; es principal, Cx estd generado por 27, que tiene orden 2 por ser 27 = (2). Por tanto
Ck es un grupo de 2 elementos, que llamamos 0 y 1, como en Z[2].

Por tanto como J? es principal, la clase de J en Ck tendrd que ser 0, ya que si fuera 1, la clase de J?3 seria
3-1=1. Por tanto J es principal.

De modo que tendrd que haber a,b € Z tales que (a + by/—13)® = £(y + v/—13). Podemos quitar el & ya
que —1 es un cubo. Desarrollando,

y+ V=13 = (a® — 39ab?) + v/—13(3a*b — 13b°)
Por tanto 3a?b—13b% =1, ergo b = 1. Sib =1, 3a® — 13 = 1, no hay solucién. Sib = —1, —3a®+13 = 1, hay

solucién a = £2. De modo que nuestros posibles valores de y son a® —39ab? = a(a? —39b?) = +2(—35) = £70,
con rz = 17.
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Problemitas. 1. Ver que Ok es DFU < DIP.

2

3
4

5.

. K =Q(v/—d), d > 0 sin cuadrados. Ver que son equivalentes:
d=1,2,3,7,11.
Ox es norma euclidea, es decir, el médulo al cuadrado es norma euclidea.

Oy es euclideo.

. Probar que si d = 19,43,67, 163, entonces Ok es DIP.
. Hallar soluciones enteras de 23 = y? + 41.
Sea F' = Q[v—14], K = F[V/-7]. Entonces, Og no es Op-médulo libre (esto no pasa en cuerpos de

numeros sobre Q!).

6

Sea K; = Qloy],i =1,2,3, con:

ming(oy) = 2°®—187 -6
ming(ay) = 2% —36x — 78
ming(ay) = 23— 54z — 150

Comprobar que los K; son irreducibles, que di = d2 = ds, con d; = dg, y que K;, K3, K3 son no isomorfos
dos a dos. Es decir, las extensiones tienen el mismo discriminante pero no son isomorfas.

7

A N

8

. Sea o = V/6 real, y sea K = Qlal.

Probar que {1,a,a?} es base entera de Of.

hg = 1.

Descomponer (?7) pOg con p > 2, obteniendo generadores de los ideales en p = 2, 3, 5.
Probar que Ux = {£(1 — 6a + 3a?);i € Z}.

Probar que Vz,y, z, 22 + 6y° = 1023 = z,y,2 = 0.

(Selmer) Probar que 322 + 4y 4+ 523 = 0 no tiene soluciones no triviales enteras. (Ver explicacién, tiene
que ver con curvas planas y cosas. No se puede definir una adicién por no tener puntos racionales, o

algo asi)El

. Probar que 3 + 223 + 322 = 0 tiene soluciones méd m Vm (nah eso no hace falta xdd) pero no tiene

soluciones enteras no (0, 0,0) (esa parte si). Trabajar en Q[¢/22] o Q[v/3]. (spoiler: es Q[/22])

9.

1.

2

Encontrar los m que se pueden escribir de forma m = 22 — 2y + y2. Y el ntimero de representaciones de

cada m.

. Encontrar los m que se pueden escribir de forma m = a® + 2b> + 4¢® — 6abc y obtener todas las repre-

sentaciones de m = 50. (spoiler: hay infinitas).

10. (Euler) p € Z. Ver que son equivalentes:

1.
2.

n?4+n+pesprimosi 0<n<p—2.
Oq(y1=ap) s un DIP. (caso 41! jaja, el mitico)

11. (sencillo) Si g es primo, entonces mg+1 es primo para infinitos valores de m. (Usar cuerpos ciclotémicos)

12. (Samuel pg 102 creo) Sea a € R con ming(a) = 2 —x + 1. Sea K = Q[a]. Sea F el cuerpo de
descomposicién de 23 — z + 1 sobre Q.Q C K C F.

1.

Comprobar que Q[/—23] C F.

3En los apuntes de Arrondo de curvas se habla muy por encima del asunto, definen el grupo y tal.
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DA o

Obtener todos los cuerpos intermedios. (7% fundamental Galois).
hg =1.
Descomponer 20 en F' y comprobar que 2 es el inico primo ramificado en F'.

Comprobar que la extensién [F'/Q[v/—23]] no es ramificada. Ningin primo de Ogy, =33 ramifica en F.
Ver explicacién. El ideal del discriminante es todo Ok (esto no pasa en Q).

Ahora repite lo mismo con el polinomio z3 + = + 1.
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Capitulo 6

Grupos de unidades en cuerpos de
numeros

6.1 Grupos de unidades

Vamos a estudiar grupos de unidades en cuerpos de nimeros. En los casos Z[v/—d] que hemos visto, estos
grupos de unidades eran finitos, sin embargo en general la situacion va a ser complicada: de hecho este caso
que hemos mencionado es el Unico en que el grupo es finito. Pero primero recordamos un par de teoremas
sobre grupos abelianos.

Teorema 6.1. Sea F' grupo abeliano libre de rango n, sea G subgrupo no trivial de F', entonces existen
Z1,...,Z, base de F y 0 < dy|dz|...d.—1]d, enteros tales que {dix1,...,d .z} es base de G.

Demostracion. Induccion sobre n. El caso n = 1 es directo: tenemos F generado por cierto xp, y entonces G
subgrupo de F estard generado por dyxi, para cierto d; entero.

Ahora supongamos que el teorema se cumple en los grupos abelianos libres de rango < n, y sea I libre y
una base suya cualquiera (yi,...,y,). Considero también las combinaciones enteras de la base que estdn en
G, Y ay; € G, con a; € Z.

Ahora, defino d; como el menor coeficiente (en valor absoluto) no nulo que aparece en alguna expresién
Z?Zl a;y; € G, con y; alguna base de F'y a; € Z. Podemos expresar entonces 0 # dyyy +asyo2+- - -+ any, € G.
Ahora expresamos a; = ¢;dy + r;, con ¢;,r; € Z,0 < r; < d;. Entonces tenemos

O#dl(yl+q2y2+"'+Qnyn)+T2y2+"'+rnyn €d.

Pero, llamando z1 = y1 + qay2 + - - - + Gn¥Yn, estd claro que (x1,y2,...,Yn) es una base de F, ya que y; es
combinacion entera de ellos para todo j, y es directo comprobar que cualquier combinacién entera de ellos es
0 sii los coeficientes son todos 0.
Pero entonces, al ser x1,ys...,y, base de F' y r; < d; para todo i, tenemos por definicién de d; que
r; = 0V, es decir,
0% di(y1 +qay2 + -+ quyn) €G.

Ahora, como x1,¥s, ...,y es base de F', tenemos que F' =< x1 > ®H, con H =< yao,...,y, >. Aqui, H es
libre generado por n—1 elementos, por tanto, como GNH es un subgrupo de H, o bien GNH es trivial, en cuyo
caso estéd claro que el enunciado se cumple ya que G =< dyx; >, o bien por hipdtesis de induccién hay una
base za,...,x, de H y enteros ds,...,d, tales que dozs,...,d,z, es base de GN H y 0 < da|ds]...d,—1]d;.
Para obtener el enunciado empezaremos comprobando que G =< dijx; > @®(G N H), ya que en ese caso
dyxz1,daxa, ..., d,x, serdn base de G, y después veremos que d; |ds para concluir.

Vamos a probar entonces que G =< d1z1 > ®(G N H). Sea un elemento de G,

v =a1T1 + a2y2 + - - - + ApYn, con a; = qdy + 7, q,r enteros con 0 < r < dj.

(0]



Entonces v — q(d1z1) = r1x1 + agya + -+ + anyn, y como v — g(dix1) estd en G tenemos por definicién de dy
que 1 = 0. Por tanto v se puede expresar como

v=gq(diz1) + (a2y2 + - + anyn),

es decir, un elemento de < dyz; > mas otro de G N H. Obviamente esta forma de expresarlo es unica, ya que
< dizy > N(GN H) = {0}. Por tanto efectivamente G =< d1z1 > &(GN H).

Solo nos queda comprobar que d;|da. Pero diz1,daxs, ..., d .z, son base de G, con 1, z2,...,x, base de
F. Escribiendo ds = gdy + r (divisién euclidea), tenemos que di21 + dexe = di(x1 + qxa) + ras es un elemento
de G, y ademas es facil comprobar que x1 +qx2, 2, . .., T, es base de F', por tanto por definicién de d; tenemos
que r = 0, es decir, ds es multiplo de d;. O

Recordemos que todo grupo abeliano finitamente generado es un cociente de un grupo libre finitamente
generado: en efecto, dado G generado por unos elementos g¢i,...,gm, podemos definir el homomorfismo
sobreyectivo

¢ L™ - G
(xlw",zm) — xlgl++xngn

y, por el primer teorema de isomorfia, tendremos que G ~ k%:rqS

Ahora bien, K := ker ¢ es un subgrupo de un grupo abeliano libre generado por m elementos. Si K es
trivial, entonces G >~ Z™ es libre. Si no, por el teorema anterior, tenemos una base 1, ..., x,, de Z™ y enteros
0 < di]...|d, tales que K estd generado por dix1,...,d,x,. De modo que tendremos que

G~ Zx1® - D ZLrm
A1 Zxy @ B dpla, {0} @ - @ {0}

~Zg ® - ®Ly PLD - L.

Acabamos de deducir el teorema de clasificacién de grupos abelianos finitamente generados:

Teorema 6.2. Sea A grupo abeliano finitamente generado, entonces existen enteros 0 < dy|...|d, y m de
forma que A ~Zgy, & - B Lq, & LZ™. O

Llamamos subgrupo de torsién de A, t(A), a su conjunto de elementos de orden finito (elementos de
torsién), es decir, en el teorema de arriba seria el subgrupo de A correspondiente a Zg, @® - -+ © Zg, ® {0}.

Vamos, ahora si, a centrarnos en los grupos de unidades.
Definicién 6.3. Dado K cuerpo de nimeros, llamamos U a O, es decir, el grupo de unidades de O.

El proximo objetivo sera estudiar Ug y su subgrupo de torsién. El resultado importante que vamos a
probar durante las proximas secciones es este:

Teorema 6.4. Dado K cuerpo de ntmeros, Uk es finitamente generado. ¢(Ug) serd un grupo ciclico finito
generado por una raiz de la unidad w, y tendremos que

Uk ~<w>@Z el =< w > a77,

donde 71 es el ntimero de inmersiones f de K en C con f(K) C R,y 2rs es el ntimero de inmersiones g de K
en C con g(K) Z R.

Por el modo en que hemos definido 71 y 73, si llamamos n al orden de K sobre QQ entonces n = r1 + 219,
ya que el nimero de inmersiones de K en C es el grado de la extensién K/Q. r; se puede ver como el nimero
de raices reales de ming(«), donde « es un complejo con K = Q[a], y 72 serd la mitad del nimero de raices
no reales de ming(«).

Ejemplo 6.5. Veamos el caso de cuerpos cuadraticos K = Q[\/&], con d entero libre de cuadrados.

Sid < 0 tenemos que 11 = 0y 75 = 1 (ya que las inmersiones de K en C son la identidad y la conjugacién),
por tantor = r1+re—1 =1y Ux = (w), con w una raiz de la unidad. Los elementos de Uk serdn los elementos
de norma 1, es decir, de la forma a+bv/—d, con a® —db? = 1. Usando ahora no es dificil comprobar que si
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d = —1 (Z[i]) hay 4 unidades, si d = —3 (Z[w]) hay 6 unidades, y en el resto de casos hay solo 2 unidades, 1y —1.

De hecho estos cuerpos Q[\/&] con d < 0 son los tnicos con grupo de unidades finito: Sir=7ry+r;—1 =0,
entonces r; +ry = 1. Si r; = 1, entonces el grado de la extension serd n = r; + 2ry = 1, 0 sea que no hay
extensiones no triviales que lo cumplan. Si por el contrario ro = 1, n = ry + 2ry = 2, y tenemos extensiones
cuadréticas, es decir, de la forma Q[\/Zi] con d libre de cuadrados. Ademaés d tendra que ser negativo porque
las extensiones no pueden estar contenidas en R al ser r; = 0.

Pasamos a ver el caso d > 0. En este caso r;1 = 2 y ro = 0, ya que habrd dos inmersiones reales (que
mandaran v/d a v/d y —V/d respectivamente). Por tanto r = 1. Ademds todas las raices de la unidad en esta
extensién son 1 y —1, ya que son reales. Por tanto el teorema nos dice que todas las raices seran expresables
como +u”, para cierta unidad u y k entero.

Empezamos por el caso d =4 1. En este caso, (1, \/&) es una base entera. Las unidades seran los elementos
de norma 1, es decir, a + bv/d con

a® —db? = +1 (Ecuaciones de Pell)

De modo que Uk nos daré las soluciones a las ecuaciones de Pell. Llamamos a u, la unidad tal que Ug
{+u*;k € Z}, la unidad fundamental. Entonces, si N(u) = 1, entonces N(+u*) = N(£1)N(uv*) =
IN(u)* = 1. Es decir, todas las unidades tienen norma 1. Esto quiere decir que la ecuacién de Pell a? — db? =
—1 no va a tener soluciones, ya que esas soluciones corresponderian a elementos de norma —1. Si, por el
contrario, la ecuaciéon de Pell con —1 tiene solucién, entonces u tendra norma —1.

Se puede comprobar que si la ecuacién de Pell con —1 tiene solucién, entonces una unidad fundamental
vendra dada por la menor solucién (a,b) de la ecuacién de Pell a? — db?> = —1, en el sentido de que a sea lo
menor posible en valor absoluto. De forma similar, si no hay solucién a a? — db?> = —1 entonces una unidad
fundamental vendrs dada por la menor solucién a a? — db? = 1.

Ejemplo 6.6. Si tenemos una extension ctibica Q[a] se nos presentan 2 casos:

e Si ming(«a) tiene una raiz real, entonces r1 = 1,75 = 1, por tanto r = 1. Por tanto las unidades serdn
de forma wkwfl, donde w es una rafz m-ésima de la unidad para cierto m (as{ que podemos tomar k
entre 0y m — 1) y w; es otra unidad. De hecho w solo podrd ser 1 o —1: esto es obvio si a € R, ya que
entonces w serd una raiz real de la unidad, y si @ € R entonces Q[a] ~ Q[a'] donde o’ es la raiz real de
ming (), por tanto las raices de unidad que haya en Q[a] tendrdn el mismo orden que las que haya en
Q[c'], es decir, también serén 1 o —1.

e Si min@(a) tiene tres raices reales, entonces r; = 3,79 = 0, por tanto » = 2. De modo que en este caso
podremos encontrar raices wy,wsy de forma que cualquier rafz se pueda expresar de forma w¥w; ws?, con
k, k1, ko enteros y w™ = 1 para cierto m > 0. En este caso como w es una raiz de la unidad real solo

puede ser £1, o sea que las unidades seran de forma j:w’flwé”.

6.2 Reticulos

El primer paso para demostrar [6.4] serd estudiar algunos subgrupos aditivos de R™. El préximo desarrollo estd
basado en el capitulo 4 de [5].

Definicién 6.7. Decimos que un subgrupo H de R" es discreto si para cualquier K C R™ compacto, H N K
es finito.

Decimos que un subgrupo H de R™ es un reticulo si estd generado libremente por r elementos linealmente
independientes sobre R, con r < n.

Proposicion 6.8. Todo reticulo es discreto.

Demostracion. Supongamos que un reticulo H esta generado por ey, ..., e, linealmente independientes. Sea
d; > 0 la distancia desde e; al subespacio generado por los e; con j # 1.

7



Ahora supongamos que tenemos K C R™ compacto, y sea n tal que K C B(0,n). Ahora, si tenemos que
un elemento x = 3 k;e; € K, con k; € Z, entonces [z| < n, por tanto para cada i |kie; + >, kje;| < n. Es
decir, d(—k;e;, Zj# k;je;) < m. Pero la distancia desde —k;e; al subespacio generado por los e; es |k;|d;, por
tanto tenemos que |k;[ < .

De modo que los elementos de H en K serdn todos de forma Y k;e;, con |k;| < d%' Es decir, solo hay
finitos elementos de H en K, como queriamos. O

La implicacion reciproca también es cierta, pero nos va a costar mas probarla.
Proposicién 6.9. Todo subgrupo discreto de R™ es un reticulo.

Demostracion. Sea H C R™ subgrupo discreto. Sea r el médximo numero de vectores linealmente independi-

entes que podemos encontrar en H (r < n), y sean {ej,...,e,} en H linealmente independientes. Sea
T
i=1
P es compacto (por ser la imagen del compacto [0, 1]" bajo la aplicacién continua (ki,...,k.) — > k;e;. Por

tanto por ser H discreto, P N H es finito.

Ahora, dado x cualquiera de H, por maximalidad de r tenemos que = serd una combinacién lineal de
€l,...,er, T = Y kie;. De hecho vamos a ver que estos k; son racionales. Recordemos que dado k € R, |k]
es la parte entera de k, y llamamos {k} € [0,1] a k — |k]. Entonces, si llamamos z; a jz € H para cada z,

tenemos que:
Ty = ijiei = ZUkiJei + Z{jki}ei-

El primero de los sumandos, > |jk;]e;, estd en H, y el segundo, > {jk;}e;, estd en P. También estd en H por
estar z; y »_|jki]e; en H.

Por tanto para todo j, > {jk;}e; estd en PN H. Como P N H es finito, tendrd que haber dos enteros
jl 7é j2 con Z{]lkl}el = Z{]ka}ez Es decir, Tjy — Zlekljel = Tj, — ZL]Q’CJ €;. Es decir, Z(]Q —jl)k‘iei =
> (lg1k:i] — Lj2k:])es. Por tanto para cada i tenemos que (j2 — ji1)k; = [j1ki| — [joki]. Es decir,

b — Ljiki] — L2k
J2 —
Por tanto k; son nimeros racionales, ya que numerador y denominador de la anterior expresién son enteros.

De modo que hemos visto que: Todo elemento x € H es suma de una combinacién entera de los e; y un
elemento v de PN H de forma v =Y {k;}e;, con {k;} racionales.

Llamando v; = ) {k; j}e; a esos finitos elementos de P N H, podemos tomar d denominador comin de
todos los {k; ;}, de modo que dk; ; es entero para todos 4,j. Por tanto dv; € Hi, donde H; es el subgrupo
(libre) de H generado por e, ...,e,. Por tanto todo z € H es suma de un elemento de H; y un v; € %. Por
tanto H C %.

Ahora bien, % es un grupo isomorfo a H; (el isomorfismo es x +— dx), por tanto tenemos que como H es
un subgrupo de %, por H es libre de rango < r, al ser r el rango de %.

Ademas, como H; es subgrupo de H y H; es libre de rango r, H no puede ser libre de rango < r. Por
tanto H es libre de rango exactamente 7.

Ahora, sea x1,...,x, una base de H. Entonces H estd contenido en el subespacio lineal de R™ generado
por zi,...,%,, que llamaremos W. Por tanto ej,...,e,, que eran linealmente independientes, estin todos
en W, asi que W tiene dimensién > r. Esto implica que x1,...,x, son linealmente independientes, y hemos
acabado ya que 1, ..., x, cumplen la definicién de que H es un reticulo. O

Definiciones 6.10. Decimos que un reticulo H C R™ es completo si esta generado por n vectores linealmente
independientes.

Dada una base e = (ey, ..., e,) de R™, definimos
i=1
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Si H es el reticulo generado por una base e de R™, decimos que P, es la regién fundamental de H.

Dada una base e de R™ que genera un reticulo H, todo elemento = € R™ podra expresarse como Z?:l kie; =
(i kilei) + (O {ki}es), es decir, un elemento de H mds un elemento de P,. Esto nos lleva a la siguiente
proposicién:

Proposicion 6.11.

R" = |J (h+ P),
heH

donde la anterior unién es disjunta.
Demostracion. La discusion anterior muestra que la unién es R™. Ademas si la unién no fuera disjunta, habria

elementos de H hy # hy con (hy + P.) N (he + P.) # &. De modo que habria p;,ps € P con hy — hy = p1 — pa,
de modo que hy — hy € H N P,. Pero es ficil ver que H N P, = {0}, as{ que hy = hy y p1 = po. O

Es decir, los h + P, seran ‘paralelepipedos’ que formen una particién de R™.

Definicién 6.12. Sea e una base que genera un reticulo H, definimos el volumen de H, vol(H), como u(P),
siendo p la medida Lebesgue en R™.

Para comprobar que este volumen esta bien definido deducimos a continuacién la proposicién [6.14

Proposiciéon 6.13. Dada una base e de R™,
pu(Pe) = |det(M)],

donde M es la matriz de columnas eq,...,e,.

Demostracion. P. es la imagen del cubo [0,1)™ por la aplicacién f : R™ — R™; (ky,...,k,) — > kie;. Esta
aplicacion tiene derivada M en todo punto, por tanto el teorema de cambio de variables:

u(P.) = / Ly = / | det(M)]dp = p([0, 1)")] det(M)] = | det(M))].

Pe [0,1)"

Proposicién 6.14. Si e; y e2 generan el mismo reticulo H entonces pu(Pe,) = p(Pe,)-

Demostracion. Sea M o la matriz de cambio de base de e; a e3. Como los vectores de ez son elementos de
H, son combinaciones enteras de elementos de los vectores de ey, por tanto M; » tiene entradas enteras. Por
tanto el determinante de M 2 es entero. Por la misma razén, si My es la matriz de cambio de ez a ey,
el determinante de My 1 es entero. Ademads, M; oMs 1 es la identidad por cémo estdn definidas, por tanto
det(M;)det(Msy) = 1. Por tanto det(M;) y det(Ms) tendrdn que ser 1, y por la proposicién anterior hemos
acabado. O]

Proposicién 6.15. Sea H un reticulo de R™, y sea S C R"™ medible con p(S) > vol(H). Entonces hay
elementos s # s de S con s — sg € H.

Demostracion. Sea e base de H y supongamos que el enunciado no es cierto. Entonces los conjuntos Aj :=
((h4+P.)NS)—h, con h € H, serfan disjuntos dos a dos, ya que si no habria hq, hy tales que ((h1+P.)NS)—hy
y ((ha + P.) NS) — hy intersecan, por tanto hy; — hy estarfa en ((hy + P.) N S) — ((he + P.) N.S), es decir,
habria p1,ps € P. con hy + p1,has +p2 € Sy hy — hy = hy + p1 — ho — pa, es decir, hy + p1 v ho + po serian
elementos de S con diferencia en H.

Pero ahora, si los conjuntos Aj son disjuntos, usando y que H es numerable llegamos al siguiente
absurdo:

M(S)ZN<U Sﬂ(h+Pe)ﬂS> =Y w((h+P)nS) = Zu(Ah):u<U Ah) < u(P.) = vol(H),

heH heH heH heH

donde en la penultima igualdad hemos usado que la unién de los Ay esté contenida en P,. O
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Corolario 6.16. Minkowski
Sea H reticulo, sea S C R™ medible convexo y con S = —5, es decir, z € § = —x € S.

Entonces, si u(S) > 2"vol(H), SN H # {0}.
Demostracion. Consideramos el conjunto %, que tiene medida > vol(H). Por tanto hay s; # so €
$1 — 89 € H. Pero como s, 59 € %, 281,289 € S, ergo —2s5 € S por ser —S = S, ergo %(281 —289) = 851 — S92
estard en .S por ser S convexo. O sea que tenemos s; —ss #0en SN H. O

=)
S con

6.3 Primos como sumas de cuadrados

En esta seccién vemos formas de usar los reticulos para expresar enteros como sumas de cuadrados. Vamos a
seguir [6] para este tema, aunque un libro més sencillo de seguir es [7]

El procedimiento cldsico para ver que si un primo p = 1 mdéd 4 entonces se puede expresar como p =
a’+ b2, a,b € Z es el siguiente:

e En primer lugar, el grupo multiplicativo F)S es ciclico y su orden es divisible por 4 luego Ju € F, : u? =

-1 e,

e Esto quiere decir que Ju,m e Z: u2+1=mp, m > 1.

e Si m = 1 hemos acabado, si m > 1 buscamos v,w,m' € Z: v +w? =m/p, 1 <m’ <m.
La parte final, el argumento de descenso, requiere algo de tiempo. Veamos céomo la teoria que hemos desar-
rollado de reticulos nos ayuda a evitar el argumento de descenso.
Consideramos H := {(a,b) € Z?: b=ua médp} donde u?> = —1 mdd p.
H es un reticulo de R? pues sus elementos se escriben de la forma

(a,b) = (a,ua + mp) = a(1,u) +m(0,p),

pues estd claro que (1,u) y (0, p) son linealmente independientes.

vol(H) = ’ Lo

-

Tomamos la bola B(0,7) con r > 0 lo suficientemente grande como para que
w(B(0,7)) = 7r? > 2% vol(H) = 4p.
2 _ 3

Por ejemplo tomamos r > 0: r* = 5p. Comprobamos que funciona:

3
7r§p> dp & 37 > 8.
Entonces por el tltimo corolario sabemos que existe 0 # (a,b) € B(0,7) N H. Luego
0+#a’®+ b2 Epa2+u2a2 =, a?—a?>=0.

Por tanto a? + b?> = mp con m > 1. Sin embargo, r2 = %p y a® + b% < r? luego

= m=1.

| w
N o

mp=a’>+b><-p=> m<
Asi que a? + b? = p para ciertos a,b € Z.

Obsérvese que dados dos ntimeros representables como suma suma de dos cuadrados, su producto también
lo serd. Sean z,y € Z tales que existan a,b,c,d: 1z = a%+ b2, y=c?+ d? Entonces x = (a + bi)(a — bi) =
N(a+bi), y = N(c+ di) luego

2y = N(a+ bi)N(c+di) = N((a+ bi)(c+ di)).
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Esto ltimo es una suma de cuadrados.
También podemos preguntarnos, para cada n entero, cudntas formas hay de expresar n como suma de dos
cuadrados. Esto es sencillo usando lo que conocemos de Z[i]: factorizando n en Z[i],

n=c(l+)'n]' T . omt T g g,
donde € es una unidad, los ¢; son primos enteros que son =4 3, y m;7; son primos enteros =4 1. Entonces, si
n es expresable como suma de cuadrados, n = a? + b*> = (a + bi)(a — bi), entonces los factores primos de n
se repartirdn entre a 4+ bi y a — bi. Vamos a ver cudntos posibles niimeros a + bi hay de esta forma, es decir,
cuantos pares (a,b) hay con a? + b = n.
Si factorizamos a + bi, tendra que ser de la forma

a+bi=c¢ (1+z)“7ra17r1 TR T q'B1 qPm.

Pero entonces, n = (a + bi)(a — bi) serd (usando que a — bi es a + bi conjugado)

4 ’
n = (—i)*(1 +14)**m a1+a17r1a1+“1 ...ngJra’“wka’“"'akq%Bl 2P
Por tant b =1 = de elegi 1 multiplicar teni
or tanto, ya sabemos que o = 3, f = %. € se puede elegir como queramos, ya que al multiplicar tenfamos

que €€ = 1 o sea que no importa. De modo que hay 4 formas de cogerlo. Por iltimo, tenemos que a; + o = ;,
por tanto «; puede tomar cualquier valor entre 0 y +;, es decir, un total de ; + 1 valores. Por tanto hay un
total de 4 Hle(%- + 1) posibles a + bi, y por tanto hay ese nimero de (a,b) tales que a? + b? = n.

Los primos suma de 3 cuadrados estdn caracterizados. No obstante el producto de dos nimeros de este
estilo no es necesariamente suma de tres cuadrados. Saber el nimero de representaciones es todavia peor.

Teorema 6.17. Sea n € N, entonces existen enteros a, b, ¢, d € Z tales que:
n=a®+b+c+d°

Demostracion. Comencemos con n = p primo, en particular con n = 2. En este caso 2 = 12 + 12 4+ 02 + 02.
Sin =p > 2 veamos qué sucede. En primer lugar veamos que existen u,v € Z :

-1=, u? + v
En F, hay 2= 1 1+ 1 cuadrados perfectos luego, si consideramos la igualdad siguiente con w,v arbitrarios:
2

2
—1—-u"=,v".

Al ir cambiando u, v en ambos miembros de la igualdad se tienen p%l + 1 elementos distintos luego tiene que
haber u,v tales que las expresiones de ambos lados coincidan (si no tendriamos (L;l +1)+ (:”2;1 +1)>p
elementos distintos en F)).

Tomamos entonces valores u,v € Z: —1 =, u? 4+ v? y volvemos a usar el argumento del reticulo:
H:={(a,b,c,d) € Z* : ¢ =, ua +vb, d =, —va + ub},
H es reticulo pues sus elementos vienen dados de la forma
(a,b,¢,d) = (a,b,ua + vb + mp, —va + ub + np) = a(1,0,u, —v) + b(0, 1, v, u) + m(0,0, p,0) + n(0,0,0, p)

Son claramente linealmente independientes con

1 0 u —v

01 v wu
vlH) =\ o, o = p?

0 0 0 p



Tomamos bolas B(0,7) C R* con r > 0 lo suficientemente grande como para que

— 1
w(B(0,7)) = §7r2r4 > 2*vol(H) = 16p°.

En este caso tomaremos r > 0: 7% = %p, efectivamente
2 2 7.2
1 5719 4 9 5 19 5 20-5
- — > 2% vol(H) = 16p” < > 16 & > —
2" (10p> vol(H) =16p" & ™55 EEEGTE

Fijémonos en que 3200 = 27 - 52 < 192 - 32 = 3249 luego

27 . 52

2 2
>3
s > 192

Asf que podemos usar el dltimo corolario asegurando que existe 0 # (a, b, ¢, d) € B(0,7) N H luego
a®+b*+c+d? =, a®+b*+(ua+vb)* +(—vatub)? = a®+b*+ua’ +0?b* +v?a® +u?b? = a*(1+u’+0?)+b* (1+u*+0v?) =, 0
Luego dm € Zconm > 1:
a2+ b2+ 2+ d? =mp.
Pero al mismo tiempo

19
a2+b2+02+d2<7’2:1—0p:>m:1.

Por tanto todos los primos son suma de cuatro cuadrados. Veamos ahora que si dos niimeros son expresables
como suma de cuatro cuadrados su producto también:
Sean «, 8 € C y consideremos la matriz
a —f
5 @

si tomamos el determinante de la matriz nos da N(«) + N(3) asi que metiendo «, 8 € Z[i] se tiene la suma de
4 cuadrados. -
Ahora vemos que dados ademds v,d € Z[i] definimos £ := oy — 80, n:= By +ad, &nell]y

(5 )G F)-07)

Sabemos que el determinante del producto de matrices es el producto de determinantes asi que ya estaria,
dado n lo ponemos como producto de primos, sabemos que para cada primo p existe una matriz de esta forma
tal que su determinante es p luego tomamos el producto de esas matrices, su determinante es n y suma de 4
cuadrados. O

6.4 FEl teorema de las unidades

Teorema 6.18 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Sea K/Q un cuerpo de nimeros y n = rq + 2ry =
[K : Q] donde 71 son las inmersiones reales y 2ro las complejas y r :=r; + 19 — 1.

Entonces Ui := O es abeliano finitamente generado. De hecho, existen w,u1,...,u, € Uk y existe m € N
tales que:

1. m = |wl|, aqui | - | denota al orden en Uk.

2. uq,...,u, son Z-independientes.

3.VueUkg 3N0<i<m, i1,...,ip €Z: u=wul ... ulr.

Al decir que uy, . . . , u, son Z-independientes nos referimos a que dados i1, . . . , i, se tiene que que u}} ... uir =
1= 4, =...=14.=0. Las uy,...,u, que cumplen este enunciado suelen llamarse ‘sistema fundamental de
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unidades’. La propiedad 3 (que implica la 2) nos permite representar cualquier unidad como producto de w y
los ;.

Este teorema indica la estructura de los grupos de unidades, y nos permite expresar todas las unidades de
Ok como productos de unas pocas unidades. Vamos a demostrar el teorema usando reticulos.

Demostracion. Sean o01,...,0,, : K — R las inmersiones reales y sean oy, 41,...,0r+42r, : K — C las
complejas, de forma que oy, 4ryti = Op 14 PATAT=1,...,79.

Representamos K por un elemento primitivo, es decir, K = Q(y) con ming(y) = (x —v1) ... (t—v), 7 €
C. Cada inmersién o; viene determinada por el valor al que le asigna ;1 := + asi que supongamos que o;(7y) = ;
paracadai=1,...n.
De esta forma v =1, ...

» Y € R Y VYri41y s Yritrs € C\]R Y Vridre+i = Vri+is i = 1’ cee T2

Definamos ahora una aplicacién ¢ : K — R™ x C" tal que
ola) = (o1(a), ..., 00 (@), 0 +1(Q), ..y Opy g (@)).
Identificamos C con R? haciendo (a + bi) ~ (a,b) luego podemos reinterpretar o : K — R™ tal que
ola) =(o1(a),...,om (a),Recp +1(a),Imo,, 11(a) ..., Re o 4y (), Im oy, 1y ().

Todo esto es para poder usar un reticulo en R”™.

o es homomorfismo de grupos aditivos, es decir, o(a + 8) = o(a) + o(). Ademas, es inyectivo, lo vemos
viendo que si o(«) = 0 es que todas las inmersiones sobre « son 0, cada una de ellas es inyectiva luego o = 0.
Es decir, ker o = {0}.

Veamos ahora que (O ) es un reticulo completo de R™ y ademds calcularemos su volumen.

Tomemos {ay,...,an} base entera de Og. Al ser inyectiva o, serd biyectiva sobre la imagen de O y por
tanto Ok es isomorfo a o(Ok) por o.
Por tanto o(Og) es grupo abeliano libre de rango n con base {o(a1),...,0(a,)}. Para ver que son R-

independientes podemos calcular el volumen:

El volumen En primer lugar pondremos una de las expresiones que hemos visto para dg, tengamos en
cuenta que como es un cuadrado podemos intercambiar las filas del determinante a placer. Ademds, dx # 0
por ser el discriminante de Og:

o1(on) o1(an)
o1(a1) o1(an)
o (ar) o (o) ) :
Orya1(o) Oryi1(om) or, (1) or (an)
dye = . . oryt1(an) or4i(om) | ()
57'14-1(0‘1) En-&-l(an)
Try 4y (1) Oy 4y () .
Tr41(ar) Trt1(an)
. . Try g (1) Ty 41y (On)
Eﬁ +r2 (041) Eﬁ +r2 (an)

Orytry (041)

Tyt (Qn)




o1(aq) o1(ay)
(o) o on(om)
279 (_ \27r2 ReO'Tl+1(a1) Rear1+1(an) e 1\T2 9
27(=0) mop (1) - Imoyii(an) | 47 (=1)" vol(c(Ok))".
Re 0, 4y (1) -+ Reop yry ()
fmoy, 4r, (al) o Imoy g, (an)

La igualdad (%) se debe a: (gfgz) — (“fgg;) — (_5,;) — 2(=i)(3), hacemos esto en ry pares de filas y el

determinante esta al cuadrado. Por tanto nos hemos quedado con:
|di| = 4" vol(a(Ok))? = vol (0(Ok)) = 27"2+/|dk| # 0.
Volvemos a las unidades Definamos una funcién L : K \ {0} — R"""2 como

L(e) = (log o1 (a)], ..., logor, ()], log |or, 11 (@)l - . 10g |or, 4, (@)]).

Recordemos que las o; son en particular inyectivas asi que L esté definida correctamente.

Fijémonos en que L(af) = L(a) + L(f3), luego si nos restringimos a las unidades L : Ux — R™%"2 tenemos
que L es homomorfismo de grupos. En primer lugar L(Ux) <4 R™7%"2. Veremos que L(Uk) es reticulo
comprobando que:

VC C R™ "2 compacto se tiene que L(Uk) N C es finito.

Para demostrarlo comprobaremos algo mas fuerte:
J:={a €0k : L(a) € C} es finito.

C' es compacto en el espacio euclideo luego estd contenido en una bola B(0,&’) con €’ > 0 lo suficientemente
grande. Ahora tomamos € := e® de tal forma que dado o € J se tiene:

log |01 (a)] = L(a); < |L(a)| < &' = |o1(a)| < e =e.

Es decir, 3e > 0: Va € J se tiene que |o;(a)| < €.
Tomamos ming(a) de grado n'|n y lo elevamos a n/n’ :

(ming ()™ = 2" + a12" ' + ...+ an, a; €L

Ahora, se tiene que
ne

IN

ap, = —(o1(a)+...+on(a)) |a1|

n

IN

t = (~1)"01(a) ... on() an| < e

De hecho |ay| < (Z)Ek. Recordemos que los a; son enteros acotados luego la cantidad de polinomios que

podemos construir con ellos es finita. Por tanto la cantidad de elementos de J también es finita.

Ya sabemos que L(Uk) es un reticulo luego es isomorfo a Z° con s < 1y + ro.
Fijémonos ahora en ker L|y,. Este subgrupo es {a& € Ux : L(a) € {0}}, por tanto al ser {0} compacto,
ker L|y, es finito. Ademds sus elementos son unidades de O, por tanto en concreto estdn en C.

Ast que ker Ly, es un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo, por tanto es ciclico. Luego

Jw € Uk : ker Ly, = (w). Denotemos por m := |w| al orden de w. Como Ux C Ox C K C C sabemos que
w es una raiz m-ésima primitiva de la unidad. en conclusién podemos tomar w = w,,.
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Recordemos que L restringido a Uk es homomorfismo de grupos luego por el primer teorema de isomorfia,

U
K~ L(Uk) ~ 7°.
(w)
Tomemos uy,...,us € Uk : U1,...,us € Ug/{w) es Z-base. Es decir, dado u € Uk, su clase en Uk /{(w) se
representa de forma tinica como
—i1 s

U=u...u para ciertos valores ¢1,...,15 € Z.

SUg

Por tanto 3! i € Z con 0 < i < m tal que u = w'ui' ... ul.
Veamos esto, sea a,b € Uk tales que @ = b. Supongamos que existen i,j € Z tales que 0 < i < j < m con

a=w'a=wb=1=w""y w tendria orden menor que m.

Para terminar de demostrar el teorema tenemos que ver que s = r := ry +r9 — 1. De momento tenemos que
s <7y +re.
La norma manda las unidades de O en las unidades de Z luego:

aely < :l:].:NK/Q(Ck):O'l(O[)...O'n(Oé)
< 1=lo(a)]...|on(a)]
< 0=logloi(a)|+ ...+ loglo,(a)]
< 0=logloi(a)| +...+1og|or ()] + 2log|or +1(@)| + ... +log|oars + ra(a)]

Por tanto, si definimos el hiperplano de R™ 172 :
= {(@1, ey Tryiry) ERT2 iy + Lty + 20 01 .+ 28 4, = 0},

sabemos que L(Ux) C 7ty quedim(n) =71 +ro—1=r= s<r

Supongamos ahora que s < r. Entonces existe f : 7 — R forma no nula con f(L(Uk)) = 0 pues dim(w) =
dim(ker f) + dim(f(7)), as{ que como f es una forma no nula, dim(f(7)) = 1 = dim(ker f) =r — 1 y si la
dimensién de f(L(Uk)) es menor que r en principio podremos contenerlo en ker f. Vedmoslo:

Comenzamos tomando una base de f(L(Uk)) : e1,...,es y laextendemosen 7 : e511,...,e,. Ahora definimos
0 si kE<s

fcomof(e’“):{ 1 si k>s

Veamos ahora que nunca podremos encontrar esta forma, es decir:

Para toda forma no nula f: 7 — R existe a« € Ug : f(L()) # 0.

Para ello buscaremos un conjunto S tal que p(S) > 2" vol(c(Of)). Construiremos el conjunto en funcién
de cierto A = (A1, ..., Ap4ry) € RT1T72

Sy = [=A, M) X oo X [=Aryy Ay ] X D(0, Ay 1) X oo X D(0, Ay 10y) C R™ x R?2,

Con D(0,7) nos referimos a la bola plana de centro 0 y radio r > 0. Al haber construido S de esta manera es
facil calcular su medida:

st ri+ra 1 ri+r2
pS) =120 J[ =i=2"="]]» [ -
k=1 k=r1+1 k=1 k=r1+1

Si fijamos p(S) podemos poner A, r, en funcién de las otras coordenadas de A.
Entonces, fijados todos los A\, menos A, +r,, podemos elegir A\, ;,, para que se cumpla:

T1 T2 T
e=[[M [ X> <72T> 2 Vd|.

k=1 k=ri+1
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Entonces se tiene que:

2\
w(S) =2"n"2e > 2"y <ﬂ_) Vde| = 2772\ /|dy| = Qrit2ra vol(c(Ok)) = u(S) > 2" vol(c(Ok)).

Por tanto o(Og) NSy # {0}, luego existe ay € Ok, con ) # 0 pues ¢ es inyectiva, tal que o(ay) € Sy \ {0}.
Ahora, definimos Ay, 47,1 := A\r, 14, para i = 1,..., 79 y se tiene que como o(ay) € Sy :  |oi(an)] < A\ Vi =
L,...,n. Como a € Ok \ {0} sabemos que Nk g(ar) € Z\ {0} luego

Hai(cw\

r1+72

H|UZCVA‘<H)\—H)\ H )\2—E:> 1§|NK/Q(0[A)|§5:>

=1 i=r1+1

1 < |Ngjglan)| =

N,
|oi(ax)| = |HK(/7Q >1- [N =Nt = et <oi(en)[ SN Vi=1,..n
i J JFi
Como M\ie™! >0Vi=1,...,n tomamos logaritmos:

log \; — loge = log(Aie ') < log|oi(ay)| <logh; = 0 <log\; —log|o(ay)| < loge.

T
Tomamos ahora 0 # f € 7 con f(x1,...,Zr11) = D, %, ¢; €ER, V(x1,...,2001) €T
i=1
Evaluamos L(ay) en f :

- Zci log \;| = Z lei] log o (ax )| — log M| < (Z cl|> loge
i=1 i=1 i=1

Recapitulemos, hemos definido € > (%)T2 V/|dk| en funcién de los A;, i =1,...,71 + ro.
Después hemos visto las siguientes desigualdades:

o 1 < |NK/Q(0¢A)| <e.
o el <|oi(an)| <N Vi=1,...,n

o 0 <logX\; —loglo(ay)| <loge.

T
—< (e e
=1

Donde los ¢; vienen dados por una forma f € 7* y queremos ver que hay al menos un elemento o € O tal

que f(L(a)) # 0.

Tomemos entonces § € R con Y ;_, |¢;|loge < §. Para cada h € N tomamos \}!

o |F(L(ax) - 3 cilog A

i=1

con 1 <4 < r de tal forma

79

que
Z cilog \I' = 2h6
i=1
El valor Ay41 = Ay, 4r, viene determinado por € y los otros A\; con ¢ =1,...,r.
Adems3s existe ayn € O ayn € Syn luego |o;(ayn)| < AP Vi =1,...,n. Recordemos que )\7'}1+T2+i = A,’?H_i
para ¢ =1,...,r2. Ahora, tenemos que:
d > (Z |cz|> loge > | f(L(an)) ZCZ log A\ = | f(L(axn)) — 2hd| =
i=1
—0 < f(L(ayn)) —2hd <d =  d(2h —1) < f(L(ayn)) < 6(2h +1).
Denotemos por I, := (6(2h — 1),6(2h + 1)) intervalo abierto, como h es un entero positivo, nos fijamos en

que estos intervalos son disjuntos. Luego como f(L(ayr)) € I, sabemos que si h,k € N con h # k se tiene
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que f(L(axr)) # f(L(ayr)) pues estan en intervalos disjuntos. Lo importante aqui es que f(L(ayr)) toma
infinitos valores distintos.

Ahora, N(a)nOk) = |[Ng/g(ayn)| < €. La cantidad de ideales en Ok con norma menor o igual que ¢ es finita
pues todo ideal descompone de forma tinica como producto de primos. Por tanto el conjunto {a » Ok : h € N}
es finito luego existen h, k € N con h # k tales que

Oé/\hOK = Oé)\kOK.
Como generan el mismo ideal principal, son asociados, luego Ju € Ug :  ayn = uayk. Por tanto:
Llayn) = L(uaye) = L(u) + L(ays) = f(L(ayn)) = f(L(w)) + f(L(ayr)) =

f(L(w))) = f(L(axn)) = f(L(ar)) # 0.

Luego no podemos encontrar una forma no nula en 7 que anule L(Ug) y por tanto la dimensién de L(Uk)
debe ser precisamente 7. O

Resultados random que veremos (7?7?77 no no? xd)
e Si K es un cuerpo de nimeros distinto de Q, dg # +1.

e Sea d € Z, la cantidad de cuerpos de niimeros con discriminante d es finita salvo isomorfia.

6.5 La ecuacion de Pell

Recordemos que la ecuacién de Pell se refiere a la ecuacién

2 —ny? =1,

donde nos dan n entero y buscamos soluciones para x, y enteros. Podemos suponer que n es libre de cuadrados,
ya que si no, escribiendo n = k*>m con m libre de cuadrados, entonces si (x,y) es solucién de 2% — ny? = 1,
entonces (z, ky) es solucién de 22 — my? = 1, por tanto el caso n se puede resolver a partir del caso m.

Para estudiarla vamos a analizar las unidades de los cuerpos cuadraticos reales, K = Q[\/&], cond >0
entero libre de cuadrados. Empezamos con el caso d #4 1, con O = Z[V/d].

En este caso 11 = 2,75 =0, por tanto r =71 + 79 — 1 = 1. Ademads, como K C R, las unicas raices de la
unidad (es decir, el subgrupo de torsién de Uk ) son 1 y —1. De modo que el grupo de unidades serd de la
forma

Uk = {+u';i € 7},

para cierta unidad fundamental u # 1, —1. Alser v una unidad, tiene norma 1, es decir, si llamamos u = a+bv/d
entonces N(u) = a? — db®> = 1. Entonces, por la estructura del grupo de unidades, las tinicas cuatro posibles
unidades fundamentales son u, —u,u~' y —u~!, ya que son las dnicas unidades v con Uy = {+v';i € Z}.
Como solo una de las cuatro unidades es > 1, podemos suponer u > 1, es decir, u es la mayor de las 4 unidades.
Como las posibles 4 unidades fundamentales son de la forma +a & bv/d (ya que v~ = +(a — bv/d)) y hemos
cogido u como la mayor de ellas, u seré de forma a + bv/d con a,b > 0.

Escribiendo uy ;= uf = (a+ b\/g)k, llamamos ax v b a los enteros tales que up = ar + bk\/a. ar 'y bx con
k > 0 se pueden obtener en funcién de una recurrencia, ya que:

Ug+1 = upu = (ar + bk\/g)(a + b\/g) = (aga + dbyb) + \/E(akb + bra).
Por tanto,

ak+1 = ara+ dbi.b

b1 = arpb+ bra. (6.1)

Esto implica, en concreto, que apy1 > ag y bg4+1 > bi.
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Ademés, para k > 0, u™" = u; ! es a, — byV/d (ya que N(uy) = 1). Por tanto, como las unidades de Ug
son los elementos de forma +uy, v +u~*, tenemos que:

Uk = {+1}{*ay + bpVd}.

Por tanto todas las unidades salvo 1 y —1 serdn de forma +n +m+/d, donde n > a,m > b. Por tanto para
encontrar la solucién fundamental basta encontrar la solucién con el menor a > 0 posible (y el menor b > 0
posible) de alguna de las ecuaciones a? — db* = +1.

Un método para hacerlo es encontrar el menor b tal que db®> £ 1 es un cuadrado perfecto. Encontrar
esta solucién no tiene por qué ser facil: por ejemplo, con n = 313 una unidad fundamental es 126862368 +
7170685+v/313. Resumiendo la discusion anterior:

Proposicién 6.19. Sid > 0, d %, 1, es libre de cuadrados, la ecuacién a? — db?> = +1 tiene soluciones no
triviales. De hecho, si (a,b) es la solucién entera con menores a, b positivos, entonces las soluciones serén de
forma (+ay, +by,), donde ay, y by, vienen dadas por la recurrencia [6.1] O

Ejemplo 6.20. En el caso d = 3, K = Q[/3], tenemos la ecuacién a? — 3b> = +1. La solucién mas pequeiia
en este caso es a = 2,b = 1, o sea que una unidad fundamental es 24 /3. Asf que las unidades en este cuerpo
son todas de la forma +(2 4+ /3)%, con i € Z.

En este caso no puede haber unidades de norma —1, ya que la unidad fundamental u tiene norma 1, por
tanto N(du®) = N(£1)N(u)* = 1. De hecho estaba claro desde un principio que no puede haber unidades
de norma —1, ya que mirando en médulo 3 estd claro que no hay soluciones a la ecuacién z? — 3y? = —1

Esto se puede generalizar:

-1
Proposicién 6.21. Si d € Z* es libre de cuadrados y hay un primo p con p|d y () = —1, entonces la
p

ecuacion a? — db? = —1 no tiene soluciones enteras.

2:

Demostracion. Médulo p la ecuacién se transforma en a” =, —1, que no tiene solucién. O

Sid=4 1, entonces Og = Z {#} O sea que en este caso la ecuacién a tener en cuenta sera de forma

(2a + b)? — db>

1 , es decir, +4 = a'? — db"?,

+1=N(u) =
cona =2a+byb =b Nolovamos a ver en detalle, pero como en el caso anterior resolver la ecuacién se
reduce a encontrar el menor valor de b’ tal que d(b')? &4 es un cuadrado perfecto, y se pueden obtener el resto
de soluciones mediante una recurrencia.

Ejemplo 6.22. Vamos a ver qué soluciones enteras tiene la ecuacién 3z% — 4y? = 11. Es decir, encontrar los
puntos con coordenadas enteras en la hipérbola dada por 3z2 — 4y? = 11.

Para ello trabajamos en el cuerpo Q[v/3]. Aqui, la ecuacién se traduce a (2y)? — 322 = —11. Es decir,
buscamos elementos 2y + z1/3 que tienen norma 11. Esto implica que el ideal (2y + z+v/3) divide a (11). De
modo que vamos a factorizar el ideal (11) usando el lema de Kummer. Podemos usar el polinomio % — 3,
ya que O = Z[\V/3]. En Zyy, 2> —3 = (z — 5)(z + 5), asi que (11) = 117113, con 11; = (11,5 — v/3) y
11y = (11,5 — V/3).

Por tanto el ideal (2y + 2v/3), que tiene norma 411, es o bien 11; u 115. Si es 117, 11; serd principal,
y en efecto podemos ver que 11; = (1 4+ 2\/3), y ahi tenemos un elemento de norma —11. Ahora, como
(2y + 2v/3) = (1 4 2/3), tenemos que 2y + /3 es 1 + 2v/3 por una unidad. Si el ideal es 115, lo mismo pero
cambiando 1 + 24/3 por el generador de 115, 1 — 2v/3. De modo que hemos reducido el problema a encontrar
las unidades de Z[v/3].

Como una unidad fundamental en Z[v/3] es 2-++/3, ya tenemos que las soluciones x +y+/3 serdn de la forma
+(1+2v3)(2+/3)", con i € Z, o bien +(1 +2v/3)(2+/3)?, con i € Z. Equivalentemente, las soluciones son
de forma (1 4 2v/3)(£2 4 /3)?, con i > 0. De nuevo, se pueden encontrar sin mucha dificultad recurrencias
que describan estas soluciones.
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Ma4s ejercicios Encontrar las soluciones enteras de 22 — 10y? = 10 y 222 + zy + 3y = 78 (en la tltima
aparece un cuerpo cuadratico imaginario).

6.6 El caso cubico con r =1

En esta seccién pondremos K = Q[a], donde ming(a) es cibico y tiene una raiz real que es precisamente «.

Recordemos que el discriminante de un polinomio de raices av, ..., a, es [], . j(ai — a;)?. Usando esto, no
es dificil ver que si un polinomio p cibico tiene 1 raiz real a; y dos conjugadas as, s, entonces el discriminante
de pes (a1 — az)? (a1 —a3)%(ag — @2)? = |ay — as|? - (2i Im(a))?, por tanto es un entero negativo.

Como ming(«) tiene una raiz real, tenemos r1 = 1,79 = 1, asi que » = 1. Como ademds nuestro cuerpo
tiene una inmersion real, las Unicas posibles raices de la unidad son 1 y —1, de modo que de nuevo,

Uk = +u'i € Z

para cierta v unidad fundamental. De nuevo, las 4 posibles unidades fundamentales son u, —u,u "', —u~"!, y
una de ellas es > 1, por tanto cogemos como u la que es > 1. Se va a dar el siguiente resultado:
Teorema 6.23. Artin
Si K = Q[a], con ming(«) cibico con tnica raiz real a, y hay u € Ug conu > 1y
du® +24 < |dg|,

entonces u es unidad fundamental.

Ademés, para cualquier unidad u > 1 de Uk se cumple que 4u® + 24 > |df]|.

Antes de probarlo, veamos cémo se aplica a algunos ejemplos.
Ejemplo 6.24. Si o = 2, ya hemos visto que el discriminante de Q(«) es —108 = —2333. Si consideramos el

elemento o — 1, su polinomio minimo es (z + 1)3 — 2 = 2% + 323 + 3z — 1, por tanto N(a — 1) = 1. Es una
unidad. De hecho, su inverso es o> +a+1, ya que el producto de ambos es o® —1 = 1. Ademds, o> +a+1 > 1.
Llamando u = a? + a + 1, si tuviéramos que qu? 424 < 108, tendriamos que u es unidad fundamental. Pero
a® 4+ a+1 <5, por tanto du? +24<4-15+24 < 108, asi que u es unidad fundamental.

Ejercicio Encontrar una unidad fundamental en Q[a], con ming(a) = 23 — z + 2. (Base entera: (1, q, a?),
dic = —104).

Demostracion del6.23. Tenemos [K : Q] =3, r1 =73 =1y K C R. Dada u € Ug con u > 1, al ser mayor
que 1 se tiene [Q(u) : Q] > 1 luego debe darse K = Q(u). Consideramos el polinomio minimo de u de grado
3. Tiene 3 raices: u = uy, v = ug, ¥ = uz, v, € Uk, v,0 ¢ R. Nuestro primer objetivo es ver que dada
u € Ug : u>1 se tiene que

ldg| < 4u® + 24.

Por ser u unidad, su norma debe ser £1 luego:
+1=N(u) =wv=ulp*>0= N(u)=1.

Tomamos {1, u,u?} como base de enteros luego

o1(1) o1(u) o1(u?) 2 1w u?l]?
ldi| < |A(1,u,u?)| =abs| o2(1) o2(u) o9(u?) | =abs| 1 v o>
o3(1) os(u) o3(u?) 1 7 7
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Escribimos u = r? para cierto 7 > 0 y para que 1 = uv® ponemos v = 7~ 'e?, ¥ = r~le™ luego, nos ha

quedado el valor absoluto de un determinante de Vandermonde:

2
1 72 rt

ldi| < |A(Lu,u?)| =abs| 1 r71e?  p=2e20 = abs[(r~ e —r?)2(rlem 0 —p2)2(rlem 0 17 0)2) =
1 p-le=if j—2,-2i

abs[(r*2 +rt— r(ew + e*ie))z(r*12(7i) sen 9)2] = 4(7’*2 +rt - r(2cos 0))2(7"*1 sen 0)2 =
4(r73 + 13 = 2cosh)?(sen§)? = 4((r~2 + 73) sen f — sen 20)* =

Busquemos ahora mé‘aux{[(r3 +7r73)sen — sen20)?}, denotamos por 2t := (r3 + r=3) y definimos f(z) :=

2t sen f — sen 20, luego
0= f'(z) =2tcosh —2cos20 < 0=tcosf —cos260 = tcos +sen? — cos? § = tcosf + 1 — 2cos? 0.

Ahora definimos g(z) = 222 — tz — 1. Queremos encontrar una rafz real de este polinomio cuyo valor absoluto
sea menor o igual que 1 para asegurar la existencia de 6y € R : cosfy = o donde «g es raiz de g.

g se trata de una pardbola convexa, luego si existe z € R : g(x) < 0 tendra raices reales. Ademds, como el
término independiente de g es —1 sabemos que el producto de las raices vy, vs de g es —1 luego |vy||ve| = 1
luego alguna de ellas serd menor o igual que —1. Veamos que g(1) <0y g (—%) < 0 asegurando la existencia

de esta rafz e indicdndonos que esté en el intervalo [—1, —7i5) :

e Supongamos que 0 < g(1) =1—t = r3(1—t) =13 (1 - ’"3+2’"73) = 27"3_2"6_1 = —%. Por tanto
g(1) <.
e Ahora evaluamos g (—5k5) = 2.5 + 55 — 1 = ”tgi;w = H(rgw;i?fg/%we = H(TGEIT)G/Q*QTG =

6 6 6 6 . _ 6
ZErpidr — 33 = 3% Como r? =u > 1 conr > 0 se tiene que r > 1 luego g (—525) = 345 < 0.

Tomemos entonces ag € [—1, —2%3) raiz de g y 6y € R: cosfy = ag. La otra raiz de g debe ser mayor que 1,
la derivada de g en ayy es menor que 0 y por tanto f tiene un maximo en agp. Sustituyamos:

|dxe| < 4((2®+273) sen f—sen 20)% = 4(2t sen Hy—2 sen Oy cos Oy)* = 16 sen? g (t—cos 0p)? = 16(1—a)(t—ap)?.
Vamos a desarrollar esta expresiéon, para ello tendremos en cuenta:

o tap =202 — 1.

o t?ad = daf — 4o + 1
Por tanto

16(1 — ad)(t — a)? = 16(1 — a2)(t? — 2tag + ) = 16(1 — ) (t? — 2(2a2 — 1) + ) =
16t%(1 — o) +16(2 — 3a2)(1 — ad) = 4(r® + )2 — 16(dag — 4l + 1) +16(2 — 3a3)(1 — o) =
4 +2+77%) +16(1 — af — ag) = 4(r® +6) + 4(r 5 — 4af — 4ag) = 4(u® + 6) + 4(r~° — 403 — 4a).

Nuestro primer objetivo es llegar a que |dx| < 4(u® + 6). Por tanto debemos ver que 4(r=5 — 4a3 — 4a3) < 0
lo cual se da si por ejemplo r =6 — 403 < 0.
Recordemos que ag € [—1, —ﬁ) Es decir:

1
= 0> — —4af.

1
ap < —— < 0= a2 > —
0 0 47,.6 7,.6

2r3

Conclusién Tenemos una unidad u > 1 que cumple que 4u?/? + 24 < |dk| y tomamos una unidad funda-
mental v > 1, esto se puede hacer pues dada v unidad fundamental se tiene v # +1 y que +v*! es unidad

fundamental luego al menos una de las cuatro opciones es mayor que 1.
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Para esta v se tiene que |df| < 4u® +24. Ahora, por ser v unidad fundamental y al mismo tiempo ser u,v > 1
se tiene que ,
JieN: u=0v"

Si i = 1 hemos acabado pues u es unidad fundamental.
Si i > 2 se tiene tenemos v = u'/? luego:

| < 40° + 24 = 4®/" + 24 < 4u3/? + 24 < |d]|.

Asi que llegamos a un absurdo y la tnica posibilidad es que i =1, u = v. O
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Anexo A

El determinante de Vandermonde

Dados x1,...,z, € K, se dice que la siguiente matriz de orden n es de Vandermonde:
— (d N el
A= (z]7)]. era

La matriz luce asi:

1 xy 22 - af
2
1 zo 9:% Ty
n
A= 1 =3 a3 - af
2 n
1 z, =z, - 2z}

Calculemos su determinante:
.
[ Akl = [(z7 )]
Dejamos la primera columna igual y al resto le restamos x,, por la columna anterior. Luego:
; 1 si j=1
B)! = - - .
(B); {qu—xnxJQ si j#£1

i i

Esta matriz B tendrd el mismo determinante, nos fijamos en que para j > 1, i = n se tienen ceros. Por tanto,
definiendo la matriz de orden n —1: (C)! =27 — z,2? ™' =27 (& — ) :

Al =B = (-1)"7[C],

en cada fila se tiene (z; — x,) como factor comin luego, si denotamos por Ay a la matriz de Vandermonde
determinada por x1,...x :

‘An| = (_1)n71|0| = (_1)n71‘An—1| H(xz - xn)a
<n
la idea es aplicar este proceso las veces que sean necesarias hasta llegar a Aj, que es la matriz (1), luego

A= T [TV @i-e) = T (D@i—ap= J[ (-

1<jsn i<y 1<i<j<n 1<i<j<n

IEsto es notacién wachi que me apetecfa poner, basicamente en la posicién (i, j) de la matriz aparece el z; elevado a j — 1.
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Anexo B

Cuerpos ciclotémicos

m

Si consideramos m € Z, la ecuacién z"* — 1 = 0 tiene exactamente m soluciones distintas, entre las que se

encuentra el 1.
De esta forma (z™ — 1) = (z — 1)(z™ 1+ ...+ 1).

Proposicién B.1. Sea p primo, entonces el polinomio en Q[x] :
P
es irreducible.
Demostracion. Trasladamos el polinomio haciendo x =t + 1 :
p—1 p—1 p—1 k
St =Y er =33 (4)e
k=0 k=0 k=0 j=0

En primer lugar:

Nos fijamos en el coeficiente p — 1-ésimo, en ese caso k = p—1y j = k = p — 1 luego el binomio es 1 y el
coeficiente también.

Ahora nos fijamos en el término independiente, asi que fijado k, se necesita que 7 = 0 y en ese caso el binomio
es 1. Luego i;é 1t9 = p.

Por tltimo sea otro término j-ésimo cualquiera, su coeficiente serd

L)% (5)-(0)

Como p| (j _’;1) aplicamos el criterio de Eisenstein y deducimos que efectivamente el polinomio es irreducible en
Z[z]. O

Definicién B.2. Se define el p-ésimo polinomio ciclotémico (p primo) como ®,(x) = 2P~ + ...+ 1 € Z[z].
Definimos el primer polinomio ciclotémico como ®4(z) =z — 1 € Z|x].

Proposicién B.3. Sea m € N, entonces el polinomio 2™ — 1 € Z[x] descompone como

m—1=]] k(=)

k|lm

1Hemos usado que 37, (?15) = (9t™+1) se demuestra aplicando induccién sobre m.
q k=0 \ j j+1 ) P
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Asi podemos definir el m-ésimo polinomio ciclotémico recursivamente como

™ —1
) = T 8w
klm
k#m

Existe un isomorfismo entre Z,, y las raices de £ — 1 con el producto complejo, ambos son grupos ciclicos
de p elementos asi que tomemos w = w,, := e» como generador. La idea es que el orden de los elementos de
Z, divide a m, asi que podemos tomar cada k|m.

e El elemento de orden 1 es el 1 € C, cuyo polinomio minimo es = — 1.

e Los elementos w* de orden p € Z primo con p/m junto con el 1 forman un grupo ciclico de orden p.
Ademsés el polinomio minimo de w”* es ®,.

e Recordemos la funcién ¢ de Euler. ¢(m) > 2 si m > 2 luego hay al menos dos raices elementos w® tal

que k fm. Si tomamos [] (z — w¥) obtenemos ®,,(x).
kn

Ejemplo B.4. Veamos 2 —1:

2
P —1

P —1

2P 1= 1P, P2 = (z — )P +...+1) = B =P 4 41

Ahora con z'2 — 1 :

.’b12 —1= @1@2@3@4@6@12
Pr=x-1, Idy=2x+1, <I>3:x2—|—37+1, by =22+1
2 -1 2041

(1)22_ 1 [ = = — 42 1
c=r et Cn=rs T ey T2yl C 0T

El préximo paso es ver que ®,, es irreducible en Z para toda m € Z. Adjuntamos dos enlaces con de-
mostraciones de Gauss y Kronecker.
https://www.lehigh.edu/~shw2/c-poly/several_proofs.pdf
https://paramanands.blogspot.com/2009/12/gauss-and-regular-polygons-cyclotomic-polynomials,
html#.YGZTW68zaUk

Caso particular m =9 Veamos este caso, 29 — 1 = &1 9309 = (z — 1)(2? + = + 1) (28 + 23 + 1).
Pasamos a médulo 2, si no fuese irreducible se tendria que

$o(x) = h(z)g(x)

donde h es irreducible en Zs[z] de grado 1,2 6 3.

h no puede ser de grado 1 pues ni 0 ni 1 son rafces de ¢g(z) = 2% + 2® + 1. Existen 4 polinomios ménicos de
grado 2 en Zsy[z] de los cuales solo 1 es irreducible: 22 + x + 1.

Dividimos:

Existen 8 polinomios ménicos de grado 3 en Zz[z] de los cuales solo 2 son irreducibles: x3 +22+1, 23+ +1.
Dividimos igual que antes:
x6+x3+1_ 3 4z +1

i R S - +z+
—_—— = x x = T+ —
342241 342241’ 4+z+1 4+r+1

Asi que ®g es irreducible en Zs[z] y por tanto en Z[z].
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https://paramanands.blogspot.com/2009/12/gauss-and-regular-polygons-cyclotomic-polynomials.html#.YGZTW68zaUk

Bibliografia

[1] Kenneth S. Williams. On FEisenstein “s supplement to the law of cubic reciprocity. Bull. Cal. Math. Soc, 69,
311-314 (1977).

[2] W. Sierpinski. Elementary Theory of Numbers. Elsevier Science Ltd (1988).

[3] Hardy & Wright. An introduction to the theory of numbers. Fourth edition. Oxford University Press,
1959.

[4] L. Carlitz. A characterization of Algebraic Number Fields of Class Number Two. Proc. Amer. Math. Soc.11,
391-392 (1960).

[5] Pierre Samuel. Algebraic Theory of Numbers. Herrmann, Paris, 1970.
[6] Emil Grosswald. Representations of Integers as Sums of Squares. Sprenger Verlag, 1985.

[7] Tan Stewart, David Tall. Algebraic Number Theory and Fermat ‘s Last Theorem, 3" edition. A K Peters,
2002.

95



	Reciprocidad Cuadrática
	Cuerpos finitos
	Ecuaciones diofánticas. El principio local-global
	Símbolos de Legendre. El criterio de Euler
	Leyes suplementarias. Criterio de Gauss
	Ley de Reciprocidad Cuadrática

	Dominios euclídeos
	Dominios euclídeos
	Z[i] y Z[-2]
	Descenso infinito. Caso n=4 del Último Teorema de Fermat
	Z[]. El caso n=3 del Último Teorema de Fermat
	Algunos problemas resueltos

	Reciprocidad cúbica
	Z[] revisitado
	Símbolo cúbico
	Sumas de Gauss y Jacobi
	La ley de reciprocidad cúbica
	Algunos problemas resueltos

	Anillos de enteros
	Números algebraicos y enteros algebraicos
	Normas y trazas
	Enteros algebraicos de los cuerpos ciclotómicos
	Discriminantes
	Bases de enteros y bases enteras
	Cálculo de discriminantes. Aplicaciones

	Dominios de Dedekind
	Ideales de los cuerpos de números
	Dominios de Dedekind. Factorización única de ideales
	Ejemplos del grupo de clases CK
	Normas de ideales
	Lema de Kummer. Ejemplos
	Ramificación. Ejemplos

	Grupos de unidades en cuerpos de números
	Grupos de unidades
	Retículos
	Primos como sumas de cuadrados
	El teorema de las unidades
	La ecuación de Pell
	El caso cúbico con r=1

	El determinante de Vandermonde
	Cuerpos ciclotómicos

